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内 容 简 介 


本 书 介绍 了 作者 近年 来 在 孤立 子 和 可 积 系统 方面 
的 部 分 研究 成 果 . 全 书 共 分 六 章 , 第 一 章 介绍 了 孤立 子 
理论 的 产生 、 发展 以 及 研究 概述 ; 第 二 章 介绍 了 C-D 可 
积 系统 及 其 应 用 ; 第 三 章 介 绍 了 Backlund 变换 及 其 有 
关 问 题 ; 第 四 章 介 绍 了 非 线性 发 展 方程 的 相似 约 化 ; 第 
五 章 介绍 了 非 线性 演化 方程 族 的 生成 及 其 可 积 系 ; 第 六 
章 介 绍 了 孤立 子 系 统 的 Hamilton 结构 . 本 书 附录 部 分 ， 
我 们 提供 了 100 多 个 常见 的 偏 微分 方程 ， 以 供 读者 参 
考 . 本 书 可 以 作为 数学 或 物理 专业 的 高 年 级 大 学 生 和 研 
究 生 教材 , 也 可 供 专业 研究 人 员 参 考 使 用 . 
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非 线 性 问题 在 数学 和 力学 中 早已 存在 , 从 前 人 们 只 能 对 具体 问题 
采取 特殊 的 技巧 或 算法 个 别 地 解决 , 没有 认识 到 它们 之 间 的 内 在 联系 ， 
不 能 用 解析 方法 一 般 地 处 理 .20 世纪 60 年 代 以 后 , 随 着 非 线性 现象 的 
深入 研究 ,， 人 们 找到 了 求解 一 大 类 非 线性 偏 微分 方程 的 反 散 射 方法 ， 
这 就 启发 人 们 去 寻找 各 门 自然 科学 的 非 线性 现象 的 共性 及 其 定量 的 
研究 方法 , 从 而 建立 一 门 新 的 交叉 学 科 一 一 非 线 性 科学 . 

科学 家 迄今 已 经 发 现 , 非 线 性 现象 的 二 大 普 适 类 : 混沌 (chaos). 
孤立 子 (soliton)、 分 形 (fractal), 并 且 在 此 基础 上 建立 非 线性 科学 的 
三 大 理论 . 同时 , 非 线性 科学 揭示 了 更 普遍 的 、 既 确定 又 随机 的 混沌 
现象 及 其 特有 的 规律 性 (有 的 科学 家 称 为 “混沌 序 ” 或 “分 形 序 ”, 本 
文 称 之 为 非 线性 规律 ), 以 及 确定 性 现象 、 随 机 现象 、 混 沌 现象 的 转化 

因此 , 有 的 科学 家 认为 , 混沌 学 的 创立 是 20 世纪 物理 学 的 第 三 次 
革命 ; 分 形 几 何 是 继 微 积分 以 来 的 又 一 次 革命 ; 孤立 子 理论 预示 着 物 
理学 与 数学 的 统一 . 正 因为 非 线性 科学 具有 革命 性 意义 , 所 以 , 它 一 出 
现 就 引起 学 术 界 的 重视 , 现在 对 非 线性 科学 的 研究 方兴未艾 . 

白 20 世纪 60 年 代 以 来 , 孤立 子 理论 与 非 线 性 可 积 系统 的 研究 一 
下 受到 中 外 科学 家 的 充分 重视 . 孤立 子 理 论 及 非 线性 可 积 系 统 厅 仅 被 
迅速 应 用 于 物理 学 中 的 场 论 、 流体 力学 、 非 线性 光学 等 分 支 , 而 且 也 
被 迅速 应 用 于 生物 、 化 学 、 材 料 、 天 体 、 通 信 等 自然 科学 的 各 个 领域 . 
到 目前 为 止 , 人 们 已 发 现 许 多 的 (1+1) 维和 (2+1) 维 的 数学 物理 模型 
是 可 以 用 反 散 射 变换 (IST) 方法 求解 的 . 在 反 散 射 变换 方法 建立 以 
后 , 大 们 又 发 现 对 于 所 研究 的 (1+1) 维和 (2+1) 维 的 数学 物理 模型 还 
存在 着 许多 有 趣 的 性 质 , 如 : 无 穷 多 守恒 律 利 无 穷 多 对 称 、 双 (多 ) 哈 
ace R^. 目前 已 有 许多 长 篇 评述 文章 和 书 总 结 了 这 方面 的 发 展 ， 
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如 国际 上 Ablowitz 和 Clarkson DI OO ur. JEER EA RENT EE MUERE 
51», 国内 谷 超 豪 院士 等 著 的 《孤子 型 论 及 其 应 用 》 等 文献 . 然而 , 到 
现在 为 小, 人 们 对 非 线性 系统 完全 可 积 性 的 本 质 仍然 还 没有 完全 了 解 . 
人 们 称 一 个 非 线 性 系统 是 可 积 的 时 候 , 必须 指明 是 在 什么 意义 下 的 可 
积 , 如 :IST 可 积 (在 可 以 用 反 散 射 方法 求解 意义 下 的 可 积 );Lax 可 积 
(在 具有 Lax 对 意义 下 的 可 积 ); Painlev 6 可 积 (在 具有 Painlev é 性 质 
意义 下 的 可 积 ); 在 具有 无 穷 多 守恒 律 (或 具有 无 穷 多 对 称 ) 意义 下 的 
可 积 等 等 . 也 就 是 说 , 到 现在 为 止 人 们 还 没有 真正 给 出 完全 可 积 的 合 
适 定义 . 寻求 可 积 系 统一 直 是 孤立 子 理 论 中 的 一 项 重要 研究 课题 , 其 
中 用 loop 代数 的 子 代 数 设计 等 谱 问 题 , 由 相应 Lax 对 的 相 容 性 可 以 
导出 (12-1) 维 孤 子 方程 族 , 如 TC 族 、AKNS 族 、WKI 族 等 . 特别 是 
利用 变 分 方法 导出 了 著名 的 迹 恒 等 式 , 由 此 给 出 了 求 (12-1) EMTA 
程 族 的 Hamilton 结构 的 方法 最近 诬 规 彰 教授 在 对 loop 代数 分 析 
的 基础 上 提出 了 从 等 谱 问题 出 发 获得 方程 族 及 其 Hamilton 结构 的 方 
法 一 一 屠 格式 , 人 们 已 获得 了 很 多 有 意义 的 可 积 系 . 但 该 格式 中 取 的 
loop 代数 的 基 仪 仪 含有 三 类 基 元 , 导出 的 方程 族 含 有 两 个 因 变 数 ， 二 
个 的 较 少 . 我 们 通过 恰当 构造 loop 代数 的 各 种 子 代数 获得 了 一 些 具 
有 物理 意义 的 可 积 Hamilton 方程 , 得 到 的 方程 族 含有 四 个 因 变 数 , A 
而 这 种 方法 所 取 的 基 元 的 阶 数 -一 般 需要 分 别 确定 , 不 宜 作 普遍 的 推广 
应 用 . 如 果 选 取 形 式 比较 简单 的 loop 代数 的 子 代 数 , 含有 多 个 位 势 、 
多 个 分 量 , 且 使 各 基 元 的 阶 数 一 致 ， 从 等 谱 问题 入 手 , 按 唐 格式 给 出 
新 的 可 积 族 及 其 Hamilton 结构 , 我 们 利用 loop 代数 的 子 代数 建立 含 
多 个 位 势 函 数 分 最 的 可 积 孤 立 了 方程 族 , 以 便 对 已 有 的 著名 方程 族 如 
AKNS 族 、KN 族 、WKI 族 等 作 统 一 表 尔 . 另外 , loop 代数 的 子 代 
数 中 的 换 位 运算 作 线性 希 加 , 又 可 获得 一 批 loop 代数 , 同样 可 设计 出 
几 类 等 谱 问 题 . 由 这 些 等 谱 问 题 通过 求解 静态 零 曲 率 方 程 得 到 时 间 等 
谱 阵 中 元 素 间 的 递 推 关 系 . 再 通过 取 适 当 修 正 项 获得 多 个 位 势 、 多 个 
分 量 的 可 积 孤 子 方程 族 . 这 里 可 能 过 到 的 问题 是 不 同 的 等 谱 问 题 会 导 
出 同一 类 孤子 族 . 
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本 书 的 主要 内 容 是 由 作者 近年 来 在 可 积 系统 方面 的 一 系列 研究 
成 果 构 成 , 书 中 许多 成 果 州 登 在 国内 外 重要 期 州 上 . 

本 书 的 整理 和 出 版 , 自始至终 得 到 了 山东 科技 大 学 信息 科学 与 工 
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书稿 整理 、 文 字 录 入 等 方面 做 了 不 少 的 工作 , 在 此 一 并 表示 感谢 . 由 
于 我 们 水 平 有 限 , 书 中 不 当 之 处 , 敬 请 读者 批评 指正 . 
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第 一 章 绪论 


可 积 系 统 理 论 是 孤立 子 理 论 中 的 重要 研究 课题 , 在 可 积 系统 研究 
中 我 国学 者 已 经 取得 了 很 多 研究 成 果 . 谷 超 豪 院士 领导 的 “ 非 线 性 科 
学 ” 曾 被 列 为 我 国 攀 登 项 目 . 由 于 精确 描述 物理 现象 的 非 线性 理论 是 
科学 发 展 的 必然 趋势 , 其 中 将 不 可 避免 地 经 常 涉及 十 分 复杂 了 且 精 确 的 
代数 与 微分 等 非 数 值 运算 , 因此 , 借助 计算 机 的 大 容量 、 高 速度 的 特 
ni, 用 精确 的 符号 计算 , 机 械 化 地 实现 数学 功能 非常 必要 , 其 中 关键 是 
建立 适合 于 所 考虑 问题 的 构造 性 的 代数 算法 , 从 而 在 计算 机 上 实现 ， 
导致 问题 的 机 械 化 算法 . 


1.4 ”孤立 子 理论 的 产生 及 其 发 展 


孤立 子 又 称 为 孤立 波 , 它 是 指 一 大 类 非 线 性 偏 微分 方程 的 许多 具 
有 特殊 性 质 的 解 以 及 与 其 相应 的 物理 现象 . 用 物理 语言 来 说 , 这 些 性 
Ai: @ 能 量 比较 集中 于 一 个 较 罕 小 的 区 域 ; @ 两 个 孤立 子 相 互 作 
用 时 出 现 阐 性 散射 现象 ( 即 波形 和 波 速 能 恢复 到 原状 ). 因此 可 以 说 ， 
孤立 了 有 具有 粒子 和 波 的 许多 性 能 , 在 自然 界 有 一 定 的 普遍 性 . 比如 , 天 
上 涡 旋 星系 的 密度 波 、 海 上 冲击 波 、 等 离子 体 、 分 子 系统 、 生 物 系统 、 
光纤 中 光 的 传播 、 非 线性 传输 线 、 磁 学 、 流 体 动 力学 以 及 基本 粒子 等 
都 与 孤立 子 休 威 相关 . 孤立 子 理论 和 白 1965 年 由 Zabusky 和 Kruskal 
对 孤立 子 命名 后 , 得 到 了 迅速 发 展 , 其 发 展 可 分 为 以 下 三 个 阶段 . 

第 一 阶段 , 主要 是 在 19 世纪 .1844 年 9 H Scott Russell 在 英国 
科学 促进 会 第 14 次 会 议 上 作 了 题 为 《 论 波 动 》 的 报告 , 记述 了 他 沿 着 
河道 骑马 追踪 一 种 奇特 的 水 波 现象 : 1834 年 8 月 , 他 在 骑马 沿 着 运河 
旅游 时 , 偶然 发 现在 狭 罕 的 河道 中 行走 的 船 突然 停 下 时 , 被 船体 带动 
的 水 团 积 聚 在 船 头 并 剧烈 的 翻动 着 . 不 久 , 一 个 深 圆 光滑 且 轮 亡 分 明 
的 巨大 孤立 波峰 开始 形成 , 并 急速 离开 船 头 向 前 运动 . 在 行进 中 波 的 
形状 及 其 速度 并 无 明显 的 变化 , De e ERE RR. 由 此 引进 了 孤立 
波 的 概念 ， 他 进一步 提出 , 这 种 孤立 波 实 际 上 是 流体 力学 方程 的 一 个 
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稳定 解 . 但 限于 当时 数学 理论 和 科学 水 半 的 限制 , 无 法 从 理论 上 给 予 
拆 立 波 以 圆满 的 解释 .10 年 之 后 ,Russell 在 线 水 槽 中 做 了 一 些 实验 , 用 
多 种 方法 激发 看 到 了 相同 的 现象 , 但 Russell 的 学 说 并 未 能 成 功 地 使 
当时 的 物理 学 家 信服 , 从 Lord Rayleigh 在 1876 年 发 表 的 论文 看 到 ， 
孤立 波 问 题 引 起 了 当时 物理 学 家 的 极 大 争论 , 直到 1895 4, Korteweg 
和 de Vries 导出 了 著名 的 KdV 方程 , 解释 了 Russell 的 浅水 波 . 与 此 
同时 , 在 1876-1882 年 发 现 了 Bäcklund 变换 , py Jg Ji KR I DICE T RE 

"mm mp 大 致 企 1955 ~ 1975 年 间 .1955 年 ,Fermi,Pasta, 
Ulam(FPU) 用 计算 机 计算 了 一 维 非 线性 晶 格 在 各 个 震动 模 之 问 
的 转换 ,发 现在 时 间 足 够 长 时 能 量 又 似乎 加 到 了 开始 的 分 布 . 由 于 
FPU 问题 是 在 频 域内 考察 的 , 因此 未 能 发 现 孤 波 解 . 后 来 Toda 研究 
了 这 种 模式 的 非 线性 振动 , 得 到 了 孤 波 解 , 使 FPU 问题 得 到 圆满 解 
答 , 从 而 激发 起 人 们 对 孤立 子 的 研究 兴趣 . 

1962 年 ,Perring 和 Skyrme 将 Sine-Gordon 方程 用 十 基本 粒子 
研究 , 结果 表明 : 这 个 方程 具有 孤立 波 , 即使 碰撞 后 -个 孤立 波 仍 
保持 着 原来 的 形状 和 速度 .1965 年 ,Zabusky 和 Kruskal íi Sur 
(soliton), 他 们 借助 计算 机 详细 考察 了 等 离子 体 中 孤立 波 的 互相 碰撞 
过 程 , 进一步 证 实 了 这 类 孤立 波 相互 作用 后 不 改变 波形 的 论断 ， 由 
此 他 们 命名 孤立 波 为 孤立 子 , 从 此 孤立 子 作为 应 用 科学 中 的 新 概念 
诞生 了 , 并 第 一 次 出 现在 文献 上 .1967 年 Gardner, Greene, Kruskal 
fil Miura 发 明了 求解 KdV 方程 的 逆 散 射 方 法 , 这 一 发 现 不 仪 对 应 
用 技术 提供 了 办 新 的 方法 和 概念 , 而 且 对 数学 自身 的 发 展 也 有 深远 
的 影响 .1973 年 , Scott; Chu, Mclaughlin 发 表 综 述 文 章 , 在 电子 、 光 
学 界 普 及 了 孤子 知识 ; 同年 Hasegawa 和 Tappert 预言 光纤 孤子 的 存 
在 ;1975 年 ,Krumhansl 和 Schieffer 开始 研究 孤 波 的 统计 力学 . 

第 二 阶段 ，1973 年 全 今 , 把 孤子 概念 及 理论 广泛 应 用 于 物理 学 、 
生物 学 、 天 文学 的 每 个 领域 . 同时 , 开展 了 高 维 孤 子 的 研究 .1980 年 非 
线性 效应 专刊 《Physica D} HIE, 与 此 同时 光纤 中 的 孤子 己 在 实验 中 
产生 出 米 . 
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目前 “孤立 子 ” 一 词 虽 然 被 广泛 应 用 , 但 是 还 没有 一 般 形 式 的 定 
X. 数学 中 将 孤立 子 理解 为 非 线 性 演化 方程 局 部 化 的 行 波 解 . 此 外 , D 
立 子 也 是 各 种 各 样 的 , 除 常 见 的 钟 状 和 扭 状 弧 立 子 外 , 还 有 包 络 孤子 、 
正 孤 子 、 反 人 孤子、 呼吸 弧 子 以 及 它们 合 加 形成 的 孤立 子 . 


1.2 ”孤立 子 理论 研究 概述 

孤立 子 埋 论 是 应 用 数学 和 数学 物理 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 它 所 包 
含 的 内 容 和 研究 方法 比较 丰富 , 国内 外 学 者 从 不 同方 面 进行 了 比较 系 
统 的 研究 , 特别 是 近 十 几 年 来 研究 人 员 不 断 扩 大 , 所 取得 的 成 果 令 人 
瞩目 . 下 面 我 们 从 几 个 方面 做 一 下 概述 ， 


1.2.1 “ 吴 方 法 与 非 线性 演化 方程 的 精确 解 


著名 数学 大 师 陈 省 身 先 生 曾 说 过 : 我 们 要 做 好 的 数学 , 比如 说 解 
方程 . 众所周知 , 正 因为 代数 方程 根 式 求解 创立 了 Galois 理论 , 该 理 
论 的 巨大 成 就 使 数学 家 将 Galois 理论 的 思想 利 方法 推广 到 微分 方程 ， 
导致 了 Lie 群 和 Lie 代数 的 产生 , WEK Lie 群 在 微分 方程 上 的 应 用 
取得 了 重大 进展 4-91. 解 方程 不 仅 促 进 数 学 理论 的 发 展 , 而 且 是 实际 
问题 的 需要 , 比如 大 量 的 力学 问题 可 归结 为 求解 微分 方程 ( 这 里 微分 
方程 包括 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 )?°~ 中 . 构造 微分 方程 的 解析 解 是 
既 非常 重要 又 非常 困难 的 问题 . 几 百 年 来 许多 数学 家 和 力学 家 做 了 大 
Gm. 但 仍 有 大 量 方程 无 法 求 出 解析 解 , 即使 已 经 求 出 解析 解 , 也 各 
有 各 的 技巧 , 没有 统一 的 方法 , 正如 M. Klein MA, 微分 方程 求解 从 
足 技巧 的 汇编 ， 随 着 计算 机 科学 技术 的 发 形 , 我 们 的 目的 是 用 代数 方 
法 给 出 统一 的 算法 , 该 算法 可 以 在 计算 机 上 实现 , 使 得 尽 可 能 多 的 解 
析 解 能 按 统 一 的 算法 机 械 化 地 产生 . 基于 这 种 统一 化 思想 , 我 们 对 米 
自 客 观 实际 的 孤立 子 方程 (组 ) 尽 可 能 地 用 统一 算法 模式 求解. 

我 国 著名 数学 家 吴 文俊 院士 创立 了 多 项 式 方程 组 求解 的 吴 消 元 
法 , 它 以 计算 机 代数 为 工具 , 给 出 了 初等 几何 问题 的 机 械 化 证 明 , 特别 
是 这 种 方法 可 用 于 微分 方程 的 精确 求解 如 构造 精确 解 、Painleve 检 
验 、 孤 子 族 的 生成 及 其 Lax 表 水 、 可 积 系统 的 约 化 和 分 解 、 导 求 对 称 
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样 等 常 涉及 到 十 分 复杂 的 符号 计算 和 推理 , 但 这 些 符号 计算 具有 重复 
性 固定 的 规律 , 许多 计算 复杂 万 长 ， 人力 难以 完成 , 正 是 计算 机 代数 
的 用 武之 地 UJ. 

1992 年 , 石 赫 研 究 员 利用 吴 方 法 求解 了 著名 的 Yang-Baxter 方 
fg 419.1997 4£, 硬 研 究 员 利 用 张 鸿 庆 教授 处 理 Maxwell 方程 的 
思想 9, 巧妙 地 引入 一 种 线性 微分 变换 , 利用 吴 消 元 法 将 复杂 芯 
Yang-Mills 方程 约 化 为 三 个 简单 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 9 

近来 , 李 志 斌 教授 利用 吴 方 法 和 计算 机 代数 , 在 非 线 性 演化 方程 
行 波 求解 方面 做 了 大 量 有 益 工作 07~24， 他 引用 了 一 种 直接 有 效 的 
Tanh 法 0718], 将 微分 方程 求解 问题 转化 为 代数 方程 求解 , 沟通 了 匡 
方法 与 微分 方程 的 关系 , 成 功 地 得 到 了 一 大 批 非 线性 演化 方程 的 精确 
MATH. 著名 的 Belousov-Zhabotiskii(BZ) 反应 扩散 方程 主要 出 现 
于 化 学 物理 、 生 物 物理 等 领域 02. 其 求解 形式 多 种 多 样 , 1996 年 ， 李 
教授 ,、 石 赫 研 究 员 利用 匡 方法 统一 地 获得 了 方程 6 种 行 波 解 091, 这 
充分 表明 了 吴 方 法 在 寻找 微分 方程 新 的 精确 解 方面 的 巨大 作用 . 


1.2.2 PDEs 的 精确 解 及 其 若干 求法 介绍 


寻求 方程 的 解 (包括 数值 解 和 精确 解 ) 是 一 个 非常 古老 且 很 重要 
的 课题 . 有 时 为 更 准确 地 研究 物体 变化 的 性 质 , 我 们 需要 寻求 其 对 应 


Vries 提出 KdV 方程 并 获得 其 精确 孤 波 解 以 来 ; 孤立 子 及 一 大 批 非 线 
性 方程 的 解 的 构造 引起 了 人 们 的 极 大 兴趣 . 由 于 非 线性 发 展 方程 的 白 
身 复杂 性 , 用 现 有 的 方法 无 法 求 出 其 非 平凡 的 解 , 即使 获得 了 方程 的 
精确 解 , 也 只 是 少数 的 一 些 解 , 无 法 求 出 其 全 部 解 , 并 且 对 不 同类 型 
的 方程 , 用 的 方法 可 能 不 一 样 . 从 今 还 没有 任何 一 种 方法 可 以 包容 其 
他 方法 , 除非 这 种 方法 能 求 出 所 有 方程 的 所 有 解 , 这 看 起 来 不 太 可 能 . 
这 就 需要 人 们 发 现 更 新 、 吏 有 效 的 方法 来 研究 微分 方程 的 求解 问题 . 
tiit PDEs 的 求解 技巧 性 较 强 , 但 也 理 涵 着 一 系列 构造 精确 解 的 
有 效 方法 , 如 反 散 射 方法 、Darboux 变换 法 、Hirota 方法 、Riemann 
问题 方法 22,23 、 抢 阵 投 影 法 2 、 相 似 解 方法 25~334 、Painleve RÆ 
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he JEYA 93-36) 等 , 随 着 各 种 求解 方法 的 出 现 , 过 去 难以 求解 的 方程 的 
缚 傅 解 得 到 了 解决 . 而 且 还 发 现 了 许多 有 重要 物 埋 意 义 的 新 解 日 . 

1967 年 ,Gardner，Greene，Kruskal 和 Miurala7,38] 发 现 了 KdV 
方程 反 散 射 方法 ,也 称 为 非 线性 Fourier 变换 法 , 利用 量子 力学 中 
Shrodinger 方程 的 特征 问题 及 其 及 问题 关系 , 导出 了 Kav 方程 初 值 
问题 的 解 依赖 于 线性 积分 方程 的 关系 , 得 到 了 许多 结果 , 共 中 包括 任 
意 数 目 孤 立波 相互 作用 的 显 式 解 Lax 又 将 上 述 思 想 加 以 推广 , 用 
于 一 般 非 线性 发 展 方程 的 求解 问题 中 ; Zakharov 和 Shabat!’ 本 质 上 
推广 了 这 一 方法 , 解决 了 高 阶 KdV 方程 等 ; 屠 规 彰 教 授 、 李 翔 神 教授 
等 38.40~42] 吏 加 一 般 化 了 这 一 方法 , 并 作 了 许多 有 代表 意义 的 工作 . 
同时 又 开辟 了 Bácklund 变换 法 的 广泛 应 用 性 , 由 Bäcklund 变换 引出 
的 非 线 性 又 加 原理 将 非 线 性 发 展 方 程 的 求解 问题 转化 为 纯 代数 运算 ， 
rh con d CR Re Hane], 

1971 年 ,Hirota 引入 了 双 线 性 方法 ,为 求 非 线性 发 展 方 程 的 
孤子 解 提供 了 简单 而 有 效 的 工具 47799. 1975 年 ,Wahlquist 和 
Estabrook! 提出 了 非 线性 方程 的 延 折 结构 概念 , 给 出 了 求 IST 
方程 的 一 个 更 系统 的 方法 52,591. 

1978 íE, 张 鸿 庆 教 授 ol 提出 了 微分 方程 求解 的 算 子 化 方法 , 称 
为 AC = BD 方法 . 共有 具体 模式 是 : 设 Au = 0 为 待 求解 方程 ,Dv = 0 
为 会 解 或 易 解 方程 , 对 给 定 的 算 子 A, 构造 算 子 对 C, D 使 得 通过 变 
au Co 约 化 为 Dv = 0,C ker D = ker A, 并 称 4u =0 是 C-D 可 
积 系统 . C ker D C. ker A, 18 C ker D £ ker A, RIR Au = 0 是 部 分 
C-D 可 积 系统 . 用 这 种 方法 成 功 地 求解 了 一 大 批 力学 中 的 方程 (组 ) 
的 精确 求解 问题 9105455), 

1994 年 , 干 明亮 、 李 志 斌 教授 提出 了 齐 次 平衡 法 又 称 为 拟 解法 
io 成 功 地 解决 了 一 大 类 非 线性 发 展 方程 的 精确 解 57-971. 1998 
年 , 范 恩 贵 博 十 、 张 鸿 庆 教授 进一步 发 展 了 齐 次 平衡 法 , 由 此 不 仪 得 
S T Rn. 而 昌 还 得 到 了 共 他 类 型 的 精确 解 , 比如 三 角 函 数 形式 
解 、 合 性 解 等 . 问 振 赣 博 :F、 张 鸿 庆 教 授 又 将 齐 次 平衡 法 再 次 延 折 , Bl 
将 -一般 多 项 式 形式 解 
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u(£) = Y ai (£) = k(1 v?) 或 = bi bai? 
i=0 
改 为 


u(£) — Y coswi1(6)[4; sinw(£) + Bi coso(£)] + ao, d — Sin w 
i—0 
的 形式 , 再 利用 齐 次 平衡 法 步 又 得 到 了 孤子 方程 (组 ) 的 不 同形 式 的 
精确 解 [68,6970], 其 实 , 齐 次 平衡 法 仅 是 AC = BD 的 特例 7072. 


1.2.3 Bäcklund 变换 、Darboux 变换 和 无 穷 守 恒定 
律 
瑞典 数学 家 Bücklund 于 1883 和 全 研 究 负 常数 曲率 的 曲面 时 , 发 现 
T Sine-Gordon JEME u Mü GZ 


u—u ,Ui /ut nu, u—u 
= a sin ， =a Sin 
2 2 /— 2 t 2 


这 就 是 Sine-Gordon 方程 的 Bickiund 变换 ,该 变换 给 出 了 从 Sine- 
Gordon 方程 的 一 个 解 得 到 另 一 个 解 的 一 个 作法 9. 1974 年 ,Lambl7 引 
给 出 了 Shródinger 方程 的 Bicklund 变换 ;1976 年 ,Wahlquist 和 
Estabrook! 提出 了 求 非 线性 发 展 方程 的 Bicklund 变换 的 延 拓 
方法 , 把 Bäcklund 变换 、 守 恒 律 及 反 散 射 变换 统一 在 一 个 新 概念 即 
拟 位 势 中 . 

1986 年 , 7: EB SE pit 147576] 从 Darboux 阵 出 发 构造 了 KdV Me 
A AKNS 梯队 的 Bäcklund ZER. 从 而 解决 了 许多 方程 族 的 Bicklund 
变换 问题 . 但 由 于 利用 Bäcklund 变换 求解 是 由 方程 的 旧 解 或 者 已 知 
解 来 求 新 解 , 实际 运算 起 来 相当 繁杂 , 从 而 限制 了 甚 应用. 当然 互 换 定 
SURIdE£e FEES UTI 能 给 出 解 之 间 的 代数 运算 , 使 运算 复杂 度 降 
低 , 可 由 已 知 解 递 推 得 到 新 解 , 胡 星 标 教授 对 此 做 了 很 好 的 研究 工 
fgU8-812 由 于 Bäcklund 变换 是 由 完全 可 积 的 非 线 性 偏 微分 方程 组 所 
定义 的 ,所 以 经 典 的 Bäcklund 变换 的 显 式 表 达 式 一 般 是 难以 给 出 的 ， 
但 是 Darboux 变换 是 得 出 显 式 解 的 有 效 方法 !41 ,使 用 起 来 更 简便 . 
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究 竞 什么 样 的 方程 有 孤立 子 解 , 给 定 一 个 非 线性 方程 如 何 寻 找 散 
射 反 演 方法 中 所 需要 的 线性 方程 ? 冯 康 教授 在 1981 年 2 月 的 一 次 应 
用 数学 报告 会 上 指出 UT 诸如 KdV, Sine-Gordon 等 一 些 典 型 的 非 线 
性 波动 方程 , 它们 都 具有 如 下 五 个 共同 特点 : 

(1) 有 孤立 子 解 ; 

(2) 可 以 用 反 散 射 方法 求解 ; 

(3) 具有 Bücklund 变换 ; 

(4) 有 无 穷 多 个 守恒 定律 ; 

(5) 可 以 化 为 完全 可 积 的 Hamilton 系统 . 

这 五 个 方面 是 相互 紧密 联系 着 的 , 它们 都 反映 了 该 方程 描述 的 物 
理 现 象 的 某 种 稳定 性 和 不 变性 . 其 实 , 关于 守恒 律 的 发 现 始 于 1965 
年 Whitham/92) 研究 KdV 方程 , 并 且 得 到 了 KdV 方程 的 三 个 守恒 
律 , 随后 ,Zabusky 和 Kruskal 在 研究 KAV 方程 数值 解 时 发 现 了 第 四 、 
第 五 个 守恒 律 ; 1968 Miura) 发 现 了 很 多 有 用 的 Miura 变换 , 借 
此 证 明了 KdV 方程 有 无 穷 个 守恒 律 . 1970 4E, Kruskal 对 更 一 般 
KdV 方程 守恒 律 的 个 数据 出 了 一 种 猜想 , 后 被 屠 规 彰 教授 所 证 实 02. 
现在 人 们 已 经 发 现 (57881, 守恒 律 与 对 称 间 的 密切 关系 , 利用 无 穷 对 
称 可 构造 无 穷 守恒 律 (891, 利用 Bäcklund 变换 也 可 以 构造 出 无 穷 守 恒 
律 [77] . 


1.2.4. “对 称 和 微分 方程 


19 世纪 末 ,SophusLie 引进 了 连续 群 的 概念 回 ( 即 现 在 的 Lie f, 
也 称 为 对 称 群 ), 将 微分 方程 求解 的 大 多 数 不 同 技巧 方法 , 得 到 了 统一 
和 扩充 . Lie 证 明了 一 个 常 微分 方程 , 如 果 在 点 变换 的 单 参数 Lie AE 
换 群 的 作用 下 保持 不 变 , 则 其 阶 数 可 减少 一 次 . 之 后 Lie 又 对 PDEs 
进行 了 约 化 研究 , 研究 结果 表明 : 对 线性 PDEs 在 Lie 群 作用 下 的 不 
变性 通过 变换 直接 导致 解 的 欠 加 , 开创 了 Lie 群 理论 在 PDEs 求解 中 
的 应 用 模式 , 从 此 ,Lie 群 住 微分 方程 中 的 应 用 受到 人 们 的 重视 . 1918 
年 ,Noetherl99] 证 明了 如 何 由 作用 积分 对 称 (变换 对 称 ) 构造 性 地 导出 
相应 于 Euler-Lagrange 方程 的 守恒 律 . 比如 , 由 时 间 平 移 的 不 变性 可 
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推出 能 最 守恒 ; 线 动量 和 角 动 量 守 恒 分 别 由 空间 平移 不 变性 和 旋转 个 
变性 推出 , 这 样 的 变 分 对 称 群 使 Euler-Lagrange 方程 保持 不 变 , 这 些 
对 称 群 可 以 通过 Lie 算法 获得 . 

1969 年 ,Bluman 和 Colel91921 把 经 典 Lie 群 方法 作 了 进一步 推 
JU, 提出 了 非 经 典 Lie 群 方法 . 1977 年 ,Olverl593 证 明了 如 何 利 用 递 
推算 子 构造 无 穷 多 个 守恒 律 , 使 PDEs 在 这 样 的 对 称 群 下 保持 不 灾 ， 
称 这 样 的 对 称 群 为 强 对 称 . 由 本 KdV 方程 是 最 有 代表 性 的 具有 实际 
背景 的 方程 , 所 以 数学 家 常 将 其 作为 研究 对 称 的 重要 例子 乙 一 . Olver 
找到 了 KdV 方程 的 两 个 对 称 94; Fuchsseiner?9] 和 Chenl?9 分 别 利 
用 不 同方 法 得 到 了 KAV 方程 的 更 多 对 称 及 其 Lie 代数 结构 , 现在 中 
国 科 技 大 学 的 件 刻 神 教 授 、 畦 晨 教 授 等 在 对 称 方面 取得 了 许多 重要 研 
究 成 果 rm. 

1989 年 ,Clarkson 和 Kruskall100] 首先 提出 了 约 化 PDEs 的 著名 
方法 一 一 直接 约 化 法 (CK 方法 ), 利用 这 种 方法 既 简 便 又 有 效 地 求 
得 了 Bousinesq 方程 新 的 对 称 性 约 化 , 这 种 方法 的 特点 是 不 用 繁杂 的 
Lie 群 方法 即 可 得 到 PDEs 的 相似 解 . 但 是 这 种 方法 并 非 总 是 一 般 的 
方法 , 1992 年 ,Nucci 和 Clarkson 给 出 了 一 个 反例 0911 用 米 说 明 非 经 
典 Lie 群 方法 获得 的 相似 解 , 而 用 直接 方法 却 不 能 得 到 . 近来 楼 森 岳 
教授 将 直接 法 推广 到 22-1 维 KP 方程 和 其 他 一 大 批 非 线性 演化 方程 
中 , 获得 了 各 种 新 的 相似 约 化 解 002190, 楼 教授 在 这 方面 的 更 具有 
特色 的 一 点 是 ,1993 年 提出 的 形式 级 数 对 称 法 0059197. 用 于 闭 得 了 
一 大 批 非 线 性 发 展 方程 的 含有 时 间 任 意 函数 的 广义 对 称 和 Lie 代数 结 
构 . 张 鸿 庆 、 范 恩 贵 教授 和 头 振 碍 博士 在 相似 约 化 方面 也 作 了 大 量 很 
有 意义 的 重要 研究 工作 [30,32,108,110]. 


1.2.5 “可 积 系统 


19 世纪 20 年 代 ,Hamilton 在 描述 几何 学 时 发 现 了 Hamilton 系 
统 . 成 为 力学 上 与 Lagrange 力学 等 价 的 又 一 种 力学 描述 方式 各. 由 于 
这 类 系统 广泛 存在 于 数理 科学 、 生 命 科 学 以 及 社会 科学 的 各 个 领域 ， 
特别 足 天 体力 学 、 等 离子 物 弄 、 航 天 科学 以 及 生物 工程 中 的 很 多 模型 
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都 以 Hamilton 系统 (或 它 的 扰动 系统 ) 的 形式 出 现 , 因此 , 该 领域 的 
研究 多 第 来 成 为 生机 勃勃 的 研究 方向 上 . 70 年 代 末期 ,Arnold AF 
几何 角度 叙述 了 Hamilton 系统 (112), 在 辛 几 何 框架 下 ,Hamilton 系统 
理论 表现 形式 更 简洁 明了 . 对 于 有 限 维 Hamilton 系统 理论 有 著名 的 
Liouville 一 Arnold 定理 , 该 定理 给 出 了 Hamilton 系统 可 积 的 一 个 充 
分 条 件 . 对 于 无 限 维 Hamilton 系统 , 无 穷 多 个 彼此 对 合 的 首次 积分 
的 存在 , 并 不 足以 引出 解 的 显 式 表示 , 因此 到 目前 为 止 , 还 没有 完全 
了 解 无 穷 维 Hamilton 系统 完全 可 积 性 的 本 质 . 对 于 无 穷 维 Hamilton 
系统 , 通常 采用 两 种 可 积 性 定义 , 即 Lax 意义 下 的 可 积 性 和 Liouville 
意义 下 的 可 积 性 . 

判定 一 个 非 线性 发 展 方程 的 Lax 可 积 性 , 就 是 寻找 Lax 对 表示 或 
尔 为 零 曲 率 表示 或 Lie 群 结构 方程 . 1983 年 ,Drinfeld fil SokolovH13i 
以 Kacmoody 代数 为 工具 系统 地 构造 了 KdV 方程 的 Lax 表示 . 1985 
年 , (8 dB sk. AERE III 根据 曲面 论 中 的 基本 方程 , 提出 了 一 类 
方程 的 可 积 性 准则 ; 1988 年 , 曹 策 问 教授 1 引 提出 了 保 谱 发 展 方程 换 
位 表示 的 新 框架 ; 马 文秀 、 乔 志 军 教授 等 在 此 基础 上 做 了 一 系列 重要 
研究 课题 , 其 关键 在 于 寻找 对 合 的 首次 积分 . 1975 4E, Moser! 19] 给 出 
了 著名 的 Calogero 模型 和 Sutherland 模型 产生 的 完全 可 积 系统 ;1989 
年 , 曹 策 问 教授 29 首次 提出 在 位 势 函 数 和 特征 函数 的 适当 约束 下 ， 
由 Lax 对 的 非 线性 化 产生 有 限 维 可 积 Hamilton. 系统 忠 想 , 由 此 利用 
可 换 流 的 对 合 解 给 出 孤立 子 方程 解 的 对 合 表示 0210091, A UE 
逆 神 教授 进一步 发 展 了 非 线 性 化 方法 , 提出 了 在 高 阶 对 称 约束 条 件 下 . 
从 无 穷 维 Hamilton 系统 到 有 限 维 Hamilton 系统 的 分 解 , 在 零 曲率 表 
未 理论 框架 内 , 将 有 限 维 Hamilton 分 解 为 两 个 可 交换 的 x 和 如 AR 
维 Hamilton 系统 026~128| . 


关于 无 穷 维 Hamilton 系统 的 建立 ， 最 有 成 效 的 简便 方法 是 诸 规 
统 的 简洁 方法 0291, 马 文秀 博士 称 这 一 方法 为 异 格 式 0991, 利用 这 一 


方法 可 建立 一 大 批 可 积 Hamilton 系统 351321, 范 恩 贵 教授 和 和 张 鸿 庆 
教授 将 殿 格 式 与 非 线性 化 思想 、Darboux Aet. PUT Fé fi 15 94s £i 
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E, 做 出 了 许多 重要 有 益 的 研究 工作 33194, 胡 星 标 教授 (135] 又 将 
层 格 式 由 1loop 代数 A, 推广 到 A» L, 给 出 了 迹 恒 等 式 的 推广 表示 形 
A, 从 而 扩大 了 上 屠 格 式 及 其 应 用 范围 . 郭 福 奎 教授 将 屠 格式 的 应 用 范 
围 不 仅 由 A 推广 到 A。 上, 而且 还 将 Hamilton 系统 中 的 位 势 个 数 由 
2~3 个 推广 到 了 多 个 情形 [38-137 

作为 可 积 系统 的 进一步 研究 是 可 积 耦 合 问题 035.139], 它 是 在 研 
究 无 中 心 的 Virasoro 对 称 代 数 或 孤立 子 方程 时 产生 的 . 人 们 已 经 找 
到 两 种 求 可 积 耦 合 的 方法 , 一 是 原 方程 加 上 它 的 对 称 方程 , 二 是 报 动 
方法 . 其 实 , 寻找 求 可 积 掉 合 的 一 个 简单 方法 可 在 零 曲 康 表 水 范 屿 中 
进行 . 关于 方程 族 的 扩展 可 积 模型 的 Hamilton SH, IARE, (KL 
教授 8671 利用 变 分 法 利用 二 次 型 等 式 , 成 功 获 得 一 大 批 扩展 可 积 模 
型 的 Hamilton 结构 . 


第 二 章 CD 可 积 系统 及 其 应 用 


在 本 章 中 , 我 们 重点 介绍 C-D 可 积 系 统 的 定义 及 理论 , 并 将 其 用 
于 非 线性 演化 方程 (组 ) 的 精确 求解 中 . 


2.1 C-D 可 积 系 统 与 PDEs 的 精确 解 

1978 íE, 张 鸿 庆 教 授 将 代数 消 元 法 和 因 式 分 解 思想 方法 用 于 微 
分 方程 组 , 成 功 地 解决 了 一 大 批 超 定 微分 方程 组 的 约 化 问题 , 并 提出 
解 微分 方程 的 AC = BD 模式 , 其 具体 格式 是 : 

设 Au = 0 为 待 求解 方程 ,Dv = 0 为 会 解 或 易 解 方程 , 对 给 定 
的 算 子 A, 构造 算 子 C. D 使 得 Au = 0 通过 变换 u = Cv 约 化 为 
Dv = 0, Mif Au = 0 称 为 原 方程 ,Do = 0 称 为 目标 方程 . 

算 子 4 和 DD 可 由 下 表 给 出 : 


Au=0 u= Cv Dv —-0 

任意 微分 方程 对 角形 方程 

非 线性 方程 线性 方程 

PAESE WIE 常 系数 方程 

微分 方程 代数 方程 

高 维 方程 低 维 方程 

高 阶 方程 低 阶 方程 

不 可 分 离 变量 方程 可 分 离 变 最 方程 
任意 的 方程 有 具有 特定 性 的 方程 
不 会 解 的 方程 会 解 的 方程 


以 上 内 容 都 是 很 丰富 的 , 比如 由 高 阶 方程 到 低 阶 方程 的 方法 就 较 
多 . 比较 有 效 的 方法 当然 是 Lie 变换 群 方法 了 . . 

定义 2.1.1 如 果 算 子 4. 存在 算 子 C,D 使 得 AC = BD, 
CkerD = ker A. 其 中 kerA = (u|Au — 0},kerD = (v|Dv = 0}, Wl 
称 Au = 0 X C-D 可 积 系统 . 3$ CkerD C kerA 但 Cker z kerA, M 
Fk Au = 0 是 部 分 C-D 可 积 系 统 . 
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我 们 的 任务 有 两 个 : 一 是 给 定 算 子 A, 如 何 构造 简易 的 算 子 C 
4! D, 使 CkerD = kerA; -是 给 定 算 子 C 和 DD ck A, 即 任意 的 
we ker, 超 定 方 和 组 AO 的 相 罕 条 件 是 hu 一 0 
对 于 第 一 个 任务 , 我 们 有 下 了 面 的 结果 : 

定理 2.1.1. RX 是 线性 空间 ,4,B,C, 是 XX 自身 的 算 子 . 
如 果 AC = BD, B0 = 0, CkerD D ker4,， 则 方程 Au = 0 的 解 为 
u = Cv, Hh v 满足 Do = 0. 

推论 2.111 X A,B.C,D 是 线性 算 子 ,f € X,AC = 
BD,kerD D ker A (CkerD D ker A), 则 非 齐 次 微分 方程 Au = f 
的 解 (或 近似 解 ) 为 4 = Cv +e, 其 中 Dv = g, Ae + Bg = f. 如果 存 
EM X IX 的 算 子 M,N A E, 使 得 4M IDN = E, ll] e = Mo 
M g = Ne Ae + Bg = f, Hl o 满足 方程 Ep = f. 

例 2.1.1 化 PDEs 为 对 角形 


Oui _ Qua 
Br Oy , ` 
Qu, _ _ Quz en 
Oy Ox 
(2.1) 相当 村 w= 0, 可 化 为 
9 9 
_ | Or On uy ` 
Au = o E 2) 一 0 
Oy Or 
9 
4 uc uj = Cv = Oy v, 并 代入 .上 上 式 得 : 
uo o 


X 


0 
Au = ACv = ( D2 a2 | = 0( 此 式 相 当 丁 AC = BD). 


—— — Ó a! 
Ox? öy? 
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RIEK, 验证 CkerD = kerA 相当 于 解 超 定 方程 组 


其 相 容 性 条 件 为 21). 
例 2.1.2 ”化 非 线性 ODEs 为 线性 ODEs. 
AX Bernoulli 方程 : 


Au = u + Pu — Qu" = 0, |n £ 1, P = P(z), Q = Q(x) 
4 
u = Cv = vin 
D 


2 1 
Au = ACv — vi7(x v4 Pv—-Q)20 
n 


(Bl BDv = 0), 其 中 


Dv = BEE +Pv-Q=0 
l—n 
足 线性 ODE. 
例 2.1.3 ”化 非 线性 PDEs 为 线性 PDEs. 
考虑 Kupershmidt 方程 


| 4 十 2 十 jz 十 arr 三 0 (2.2) 


hi + (uh), — glas =0 
fe AE T 


2UUé,r 一 v2 
v? 


U 
u = len bh = 4c? 
U 


则 (2.2) £445,289 2X TE o A Ee 


Vt — OUggs = 0 (2.3) 
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(2.3) 是 易 解 的 热传导 方程 , 由 此 可 求 得 (2.2) 的 孤子 解 为 
uc -hotanhz (x + kot) — ko, h = aisect? E (a + kot) 


例 2.1.4 ZRK PDEs 化 为 常 系数 PDES. 
对 杆 变 系数 的 KdV 方程 


ur + hi(t)(6uus + Mass) + Aha(t)u, — ha(t)(2u + ruz) = 0 (2.4) 
feed 
u = g°v,E = gx — a | hagar, T= IDEE = con! ha dt) 
则 (2.4) 化 为 常 系数 的 KAV 方程 
vr + 6vve + veee = 0 


关于 其 他 类 型 方程 问 的 转化 例子 在 此 就 不 再 例 举 了 . 将 推论 2.1.1 作 
一 般 化 推广 , 得 到 如 下 结果 : 
定理 2.1.2 设 


Gj1 Q12 *** Gin 

Q21 22 "rr QO2n 
A 一 

Ani Qn2 ^^^ Qnn 


其 中 ,ao 是 线性 偏 微 分 算 子 ;B,C,D 是 偏 微分 算 了 矩阵, 且 满 足 
AC = BD, CkerD = ker A. 则 非 齐 次 方程 Au = f ÍU— RERE REA AJ 


u = Cvu+t+e, Dv=g 


Jtr e,g 是 方程 4e + Bg = f 的 一 组 解 . 


, 10E 4r 
tH =- a 
ro c ót t "EJ 
10H 
4| 2.1.5. W Au = 0 E Maxwell 7j f£ 4 rotE = VP 


divH —0 
divE = 4rp 
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SIN. 
1 
0 -8. à, --à 0 0 
` 1 
0, 0 -à, 0 --à 0 
C 
OQ, 0, 0 0 0 Ah 
AZ N 0 0 à A z 
-ÓàÓ 0 0 0 -à A 
C 
0 -0 0 0. 0  —-à 
0 0 AA à, 0 
0, 0, 0, 0 0 0 
1 一 上 mm2 1 —i Q2 
c -ðs + 30: 00 -əy ð 0 ər Oh géi 102, 
LU ae, tapa, 0 -ðe A a La, 0? 
1 T 
00 0 0 ——87!8, 0 0 —1 z 
1 ^ Dc 
00 -8-10 -10 0 000 0 
C 
Hp E= 8 +o? + 如 一 三 如 容易 验证 AC = BD. 


T 
Séi ÉT ja, drp,0, 0, 0, o) 


" 
vn 4r 


T 
z (Orj2 al, Leg E: EA 


" | 


T 
(F d DEDE unn 507 Io" L 


则 Ae 4- Bg — f. 


D S 
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由 定理 2.1.2, 我 们 得 到 
u= Uu Les 
Olio 0 0 0 Laag, -lejg, D 
"n 1 5 el 
--8, 85 -O02 TO, 0 KÉ Oy Oz 十 ES Po 
c y c c 


4m. a. 4Tr 1. ÅT naien, 
十 (a Lja, ee 1j1,0,0, 0, a9: Io on 


AT . . 
D b " (5) TÂ (oa = yji) 
v= N -一 ^ 4 
0 三 人 Vs Amp — 00: 0j 
这 里 有 一 个 自然 的 问题 , 即 如 何 构造 算 子 对 C 和 D? 这 是 下 一 
节 的 内 容 . 


2.20 C-D 对 的 构造 方法 
2.2.1 ”微分 代数 消 元 法 


定理 2.2.1 Bagli j= 1,2,3) 是 凸 邻 域 0 上 的 具有 党 系数 的 
线性 偏 微分 算 子 


[ 


QG11 G12 Q13 Ul 
A= | azn az a23 | u= | us 
031 032 033 U3 


Aij KILA Qij ARAR TR, As = B3; E(j = 1,2,3), A23 = 
B33E, Hf E Æ Az 和 As;(j = 1,2,3) 的 最 大 公 因 式 ,ail 与 alz A 
IS. Aan 和 B33 HJ, 则 Au = 0 的 一 般 解 由 


Ul 0 12 B31 0 
uz | = | 0 ~a B32 p 
ua 0 0 Das v 
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给 出 , 其 中 ovo 分 别 满足 Bp = 0, Aly — 0, |A| 表示 4 的 行列 式 , 此 


时 有 
b; 0 0 0 oz Da 
E lei pe 
bs! Bog 1 0 0 B33 


E 
其 中 bi; 是 任意 微分 算 子 , 易 验证 AC = BD. 
例 2.2.1 “平面 张力 问题 


Oor  OTzy 


Or Ou Se 
Vay ，orzy — 
On dr — 


(62 十 Kalté 十 ay) 0 


Or y 0 Og 
A 一 0 zr öy QUo— Try 
A 0 A Oy 


4p A = a2 十 02, 则 431 = O2, A32 = —02,, A33 OC E 1,|4| 
AT 由 定理 2.2.1 可 知 ]; 
Ou Odin Ou 


"ër YB 7 8x 
JE o WE A2v = 0, Fk v 为 Airy 应 力 函 数 . 
2.2.2 RFE 

山王 明亮 、 李 志 斌 教授 提出 的 构造 非 线 性 演化 方程 的 孤子 解 的 齐 
次 平衡 法 , 成 功 地 解决 了 一 大 类 非 线 性 演化 方程 (组 ) 的 精确 孤子 解 ， 
其 主要 步骤 是 : 


易 验证 


Ox 


(i) 对 给 定 的 非 线性 方程 (如 两 个 日 变量 情形 ) 
A(u, us Ut, Usas) 二 0 (2.5) 


通过 平衡 (2.5) 中 最 高 阶 导数 项 与 最 低 阶 非 线性 项 , 可 选取 为 
1, 010i fia), = 0,1,.…) 的 线性 组 合 


u = F(f(w)) (2.6) 


其 中 fw). wi, t) 为 待 求 函数 . 
(i) 将 (2.6) RA (2.5) 经 求 导 整 理 后 , 将 w 相同 导数 和 最 高 次 军 
项 合并 在 一 起 并 令 其 系数 为 0. 可 得 到 f(w) 的 常 微分 方程 , 解 之 有 


f= Gw) (2.7) 


GD 将 G(w) 的 各 阶 导 数 的 非 线性 项 , 用 G(w) 的 最 高 阶 的 导数 
KRE, 再 将 Gw) 的 各 阶 导数 项 分 别 合并 在 一 起 并 令 其 系数 为 0, 而 
f w = w(x t) 的 各 次 齐 次 型 的 一 般 是 超 定 的 PDE 方程 组 

S(w)=0 (2.8) 

(iv) Wt (2.8) REW 

| Stade (2.9) 


w=1 


其 中 o, 8 待定 . 将 (2.9) 代入 (2.8) 可 得 一 复杂 的 代数 方程 组 , RUM S 
方法 求解 . 

范 思 喧 博士、 张 鸿 庆 教 授 又 进一步 发 展 了 这 种 方法 , 得 到 了 奇 性 
孤 波 解 、 三 角 函 数 形式 解 或 共 他 形式 的 孤子 解 . 

例 2.2.2 ZES KdV 与 MKdYV 方程 


us + 6(au + bu? Juz 二 cuzzz = D (2.10) 


d 


u = f'(p)us + ulz, t) (2.11) 
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则 
ne = f" papi tf prtt uu (2.12) 
Boma, = bay? HI f" + 6apupus f? + 6au dq f" 
c (6auiQss + 601594) f! + 6au1u15 (2.13) 


6bu^u, = 6b(u2 f? f" + parf) + (uis 2 + 2uipsqss) f? 
Hup f' f" + uto2 f" + (2uyuizpz + Upar) f" 


ufus (2.14) 
cuzzz = Cf i 6pio.. f" + (Apspsss + 392,) f" 
Teen t Ulezz] (2.15) 


将 (2.12) (2.15) 代入 (2.10) 得 : 
ut 十 6auus + 6bu?us 十 Cie 
= (Gb? f" + e Elle + baf f" o3 + Dieu f? + 120u193 HI f" 
ee Zëss f" M LÉI pepi t Det ee f? + 6butuz f" c(AMespuss 
4392) f"] + baup? f" + 6b(uirp?  2uigseus) f? 
+[(6awipzz + 6211442) f! + f' Pat + 6b(2u1u1zpr uias) 


-ef'osssx] t (uit 十 6auiuiz + 6bu2uis 十 CH) an 


(2.16) 
6bf? f" c cf? — 0 (2.17) 

mj 
ml (2.18) 


rr m a (2.19) 
f? 一 二 sj (2.20) 
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一 /二 
f--4 x (2.21) 


Hp e = 1. 将 (247) (2.21) 代入 (2.16) 得 : 


ut 4 6auus + bU? Ur 十 cusaz 


= Dol Wee + 6buip3 + Bee LÉIT + (prpt + 6butp? 


—cC —C 一 C 
Bom el irs + 124 | -p EV Pa Pas + od Eege 


+4cprprzr + 3092,) f" + (6001955 十 6aulzpz + 12uiuis( 
+6bu? par 十 CPzzzz)] 十 (uit + Gaurus + 6buTu4; 十 Cuires) f 
(2.22) 


在 (2.22) rh, 令 f” P". p p 的 系数 为 0 得 
PS + 6be Y 


一 —c 
Prpt + bacal epee + baug? + 6be4/ us 


+12beV T uisus + Dale + 4CPa Pran + Meel, = 0 (2.23) 


Gauipzz 十 6auizpuz + Prt + uiuis + bU Par 二 cpoozz = 0 


3ae uie? + Boss = 0 


Uit +H 6auiui, 十 6bu?2uiz + culizzr = 0 (2.24) 
LARZ, 只 需 下 式 成 立 


cd Zi + 2bui)gz t+ Css = 0 


2.25 
Gaups + qi + 6bU? Pr + CPress = 0 ( ) 


Uit 6auiuig 十 6bu2ui, + cUlzrrz = U 


AM a 2bu, £ 0. 
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在 (2.23) 中 求 出 pi, 并 关于 m 求 导 得 : 


一 C — ' 
Prt + Goen qo) Dout ege + Boite + Den RE 
十 60c、 | nsus 十 EE + 12be4| E 


b 
412buiuis qz + 6bu? prr + 4cpzzzz + 3€ (8) 一 0 
Pr 
(2.26) 


(2.26) 式 减 去 (2.24) 式 得 : 


Part + Docal reas T 6auisps + bau Prr + Deal pe 
t6be | 一 p STEEN 十 12be4] 一 b STEEN 十 120e 4| — uas 
1 


+12bu1uizpz 十 6buipzz 十 4cprzrr 十 3c (Cl: 
(2.27) 
对 (2.27) 式 关 于 z 积分 一 次 得 : 


2 V ^E sss (0 Dir (Zen uie topeparst Pre =0 (2.28) 


将 (2.25) 第 一 式 及 其 关于 z 的 一 阶 导数 代入 (2.28) 得 : 


4 pz =y, R pus A, 将 其 代入 (2.29) 并 解 之 得 
p= [i VE erodas + ban +k (2.30) 


其 中 Ki,k2 为 任意 常数 . 将 (2.21) RA (2.11) 得 到 组 合 KdV £ 
MKdV 方程 的 Bäcklund 变换 


—c ð 
/0 2.31 
u = 5 ea, net win t) ( ) 
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将 (2.30) 代入 (2.31) 得 到 (2.10) 的 一 般 求解 公式 : 


u = —4/ Xe In (| ect Jav T (t2 quy + kz 3 (2.32) 
0 


下 面 求 方程 (2.10) 的 几 个 特 解 . 
令 方程 (2.10) 的 行 波 解 为 


u(r,t) = u(£) = u(kz — wt) (2.33) 
将 (2.33) 式 代 入 (2.10) 并 积分 一 次 得 : 


—uwu + 6 (5 ku? 十 p ) + ck?ugg = 0 (2.34) 


在 (2.33) 中 , 分 别 令 


u = Ag + Av u = Bo + Biv (2.35) 
v = x 一 02) v = (14 v?) 

并 分 别 代入 (2.34) 式 求 出 待定 系数 Ao, Ar, Bo B1.9 的 值 后 代入 

(2.35) 即 可 得 到 方程 的 一 组 特 解 


ulz, t) = EL V Lk tan DEE 十 


EEN t+6] (2.36) 


E 一 WW zr (2.37) 
WIER (2.38) 


E 
——k-—2ck? |t 2.39) 
2b C ) EJ ( 


JE k, Eo 为 任意 常数 . 将 (2.36) (2.39) 代入 (2.32) 就 得 到 组 合 KAV 
与 MKdV 方程 的 芒 一 组 精确 解 的 表达 式 . 
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exp (zar? tan Hz + (mirae) t+ £o] ) + ki 
f° exp (+2? tanh[kz + (fin ) t+ ĉo 1) dz + kı 
ulz, t) = "ES exp (+2x? coth[ka-- (2:367 UE 
OCT u b~ Ip exp (+2k2 coth[kz4 (zoe In €l) de Hkigz+ko 
cos[kz + (3 k + 2ck?)t + £o] " 十 有 
fr 日 = 一 V 了 于 ce ( = ) 
Ip (coslkz +( (e 
(cosikz 十 (än 大 十 2ck?)t 十 &) +kı 
Zentre "357 + 2ck*)t + 269] + (kı 4- 3) +k 
JS (sostkz t 3a? k + 2ek?jt + eil ` tk 
一 cc 
” 二 tan[Rz + (297 k + 2ek?)t + £o] + kim | kz 


gg 3a? k 4 2ek? )t + £o] E + ki 
afe, t) == FE ( ) 


* d 2ck3)t EN E dz kirt Ko 


EIS 


+2 
F (coste + (393 k + 2ck3}t + eil de + imb ko 


(cos[k. rd (m k + 2ck?)t 十 DN 十 8 

2 i-sin[2ka: + 2( 397 k + 2ck3)t + 2&0] s (ki + $m + ka) 
(costkz 十 { 3a? k 十 2ck?) + a) + ki 

i tan[kr + (57 3a? k + 2ck3)t + WW + kiz + ko 


2.2.3 ”假设 与 齐 ; ERA 


对 于 许多 复杂 的 微分 方程 (组 ), 找到 简单 的 适当 C-D 对 往往 比 
较 困难 , 但 我 们 可 以 考虑 其 反问 题 . 即 从 月 标 方程 Dv = 0 开始 (这 是 
己 知 的 易 解 方程 ). 假定 4 = Ce 足 某 个 确定 形式 , 往往 是 某 函 数 的 多 
项 式 形式 . 该 多 项 式 的 次 数 由 齐 次 平衡 法 米 确定 . 将 确定 的 w= Cw 
代入 己 知 方程 Au = 0. 通过 Dv = 0, 可 求 出 非 线 性 演化 方程 的 精确 
WA Bäcklund 变换 等 有 趣 问 题 

例 2.2.3 考虑 Burgers-KdV 方程 


BS 
b 


Au = Ut + uus — Oups + Purrr = 0 (2.40) 


其 中 o, 8 分别 代表 耗 散 系数 和 色散 系数 .该 方程 是 人 们 在 研究 含 气 
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泡 的 液体 流动 及 弹性 管道 中 的 液体 流动 时 提出 的 , 最 近 也 有 人 将 它 用 
在 满 流 的 研究 中 , 因此 研究 该 方程 的 精确 解 具有 重要 意义 . 
设 
ulz, t) = ulf) £-—-z-—AX 
则 (2.40) 化 为 关于 的 ODE: 


Dv = u” (£) — zu '(£) 十 Sou E Žu + 5 =0 (2.41) 


为 了 求解 (2.41), 设 u(£) = 过 Ait (E), v! = k(1— v?), 则 由 改进 的 齐 
Dor fik, BYE ODE(2. "m 的 线性 最 高 阶 导数 项 与 非 线性 项 确定 
出 m — 2. 由 此 得 到 (2.41) 的 如 下 有 限 形式 : 

u = u(£)- Ao + Av + Aan, v — k(1— v?) (2.42) 
其 中 A 为 待定 系数 . 将 (2.42) 代入 (2.41), 并 设 v HEREA 0 得 
到 如 下 的 超 定 方程 组 ， 

6942 大 2 十 A= = 0, 2A 十 2ak42 + A142 — 0 

—8B8 Ask? -- akAi 十 二 54? + AoA1 — A42 = 0 

—28A,k? — 2a Ask + A AA; — 0 

2B8Ask? — a Ak + 543 — Aän t c—0 
利用 吴 消 元 法 求 该 方程 组 得 


4 10482 
p=42, A= NEE + 1048 (2.43) 
B 50/28 
3a? Go? 3o? 
= A2 = - 2.44 


目标 方程 即 Riccati 方程 w = k(1— v?) 有 如 下 形式 的 一 般 解 [144]: 
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1, B=0 


A — Be 2kë —1, A=0 
U—CAG Be 3 7) tanh[kt — 5 In(8/A)) AB >0 


cot NIE — 5 In(-B/A), AB «0 


其 中 A,B 为 任意 常数 且 满 足 A? + B? z 0. 
将 (2.43)~(2.44) 代入 (2.42) 并 用 Riccati 方程 的 解 就 得 到 方程 
(2.40) 的 精确 解 
3o? 


u(x,t) e | Sch , Do a6; tan Mean F At) 十 £o] 
258 ar - ipit T At) + £o] 

u(z, t) "E 258 F 355 coth[ 105 — (x F At) £o] 
-5:3 5 coth” trag F At) + &] 


这 里 
|, V288o* 十 10402c 
a5 50/28 ' 
c 和 6 都 是 积分 常数 . 值得 注意 地 是 ,C-D 算 子 对 的 选取 并 不 是 唯 - 
的 . 
看 下 面 的 一 个 具体 例子 
例 2.2.4 耦合 Ito 系统 和 广义 Hirota-Satsuma 耦合 KdV 系 
统 . 
耦合 Ito 系统 是 指 


ur, — Ux. 
| v, 二 一 (wzzz t 3uvg + 3vu4) — 12wws (2.45) 


Wt = Werre 十 SU 
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而 广义 Hirota-Satsuma #6 KdV JRH: 


1 
Ut = Urry + Uur + 3(—v? + w) 


4 
1 
vt = T girer 一 Ann, (2.46) 
1 
wt = RENE — 3UWwz 


"Tan Ma 和 胡 在 文献 052) 中 用 双 线 性 方法 得 到 了 它们 的 Bácklund 4E 
换 、 脸 加 公式 和 一 类 新 的 孤 波 解 . 
为 求 得 (2.46) 的 孤 波 解 , 作 变 换 


u(z, Uz U(E), v(z, t) = V(&), w(z,t) - W(£),6 — c Bt 


并 代入 (2.46) 得 : 


BU’ = iU" -3UU' + 3(-V? + W) 
av! = Ee — 3UV' (2.47) 
BW' = zm" —3UW' 


利用 延 拓 齐 次 平衡 法 得 到 (2.47) 的 如 下 两 个 解 形式 


v= bo + bip 十 ba? (2.48) 


u = ao a1p + aa? 
w = co + CY + eg? 


v = bo + big (2.49) 


u Op tip + azy? 
w = co + cg 


将 (2.48) 代入 (2.47) 并 用 Mathematica 得 到 如 下 关于 
aj, bi c; (i 二 1,2), k, 8 的 超 定 代数 方程 
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Pkai + ie — 3kaoaı + 6kbob, — 3kcı = 0 
—3ka? + 20kaa + Akioz — 6kaoaz + 6kb? + 12kbobz — 6kco = 0 
—ßBkaı — 2k?a, + 3kaga, — 9ka1a3 ~ 6kbgb; + 18kbıbz2 + 3kcı = 0 
3kc] — 28kas — 10k3a2 + 6kagaa — 6ka$ — 6kb? 
— l2kbgb; + l8kbibo + 3kcl — 0 
SS + 9kajaz — 18kb4b = 0 
6k3az + 6ka2 — 12kb? = 0, Bkb, — k?b, + 3kaobı = 0 
3kab; + 28kbz — 8k?ba + Gagba = 0 
—kb, + 4k?b, — 3kagb; + 3kazbı + 6ka1b2 = 0 
—3kaıbı — 28kbs + 20k3b2 — 6aobz + 6ka2b2 = 0 
—3k?3b, — 3kazbı — 6kaib2 = 0, —12k3b2 — 6kazb = 0 
Bke, — k?e, + 3kagcı = 0 
3ka,ci + 28kez — 8kľca + 6kagco = 0 
— ke, + 4k3c1 — 3kagci + 3kazcı + 6kaic2 = 0 
—3ka,c, — 2Bkc2 + 20k3c2 — 6kagca + 6kazcz = 0 
—3k?cı — 3kazcı — 6kaic2 = 0, —12k3c9 — 6kaaco = 0 
利用 Mathematica 得 到 如 下 解 : 
ao — Zg + 4k?) as = —2k?, ba = -k? 


c2 = -Z (20k? — 2k^ F 3k?bo) a1 = b = c1 =0 
其 中 bo, co, k, B. 是 任意 常数 ,p' kl 一 2), 其 一 般 解 为 
p= tan h(k£), p = coth(k£) 
于 是 得 到 方程 (2.45) 的 钟 状 孤子 解 : 


u= 3(8 — 2k?) + 2k? sec h? [k(x + Bt)) 


v = bg + k? F k? sec h?|k(x + Bt)] 
2k? : 
w = Co 一 3 08 一 2k? ES 30b0) 
d — 2k^ F 3k?bo) sec h° |k(a + Bt)) 


28 dh or T 88b 45 w BR AR 


类 似 地 将 第 二 个 = C 即将 (2.49) 代入 (2.47) 


Bkai 十 Sin — 3kaga, + 6kbob1 — 3kc1 — 0 

—3ka? + 20kaz + 4k3a2 — 6kaoa2 + 6kb2 = 0 

— Bka; — 2k?a, + 3kaga, — 9kaia2 — 6kbob, + 3kcı = 0 
3ka? — 2Bka2 — 10k?a3 + 6kagaa — 6ka2 — 6kb? = 0 
Skan + 9kaia2 = 0, 6k?as + 6kasa? = 0 

Bkb, — k?b, + 3kagb, = 0,3kabi = 0 

— kb, + Ak?b, — 3kaobı + 3kazbı = 0 

—3kb, — 3kazbı = 0, Bkc, — k?c4 + 3kage; = 0 

3kaıcı = 0, —3k3ec, — 3kaocı = 0 

—Bkc, + Ak?c, — 3kaoci + 3kazcı = 0 


该 超 定 方程 组 有 解 
k^ uH b2 —Kk* 十 3b2 
a = 9k la, = 0,az2 = —k?, ei = 2bob1, B = "a ^ 


其 中 bo 01, k t 0 是 任意 常数 , 于 是 得 到 方程 (2.46) 的 关于 是 钟 状 ， 
关于 v,w 是 纽 状 的 孤子 解 : 


4,12 Ljg4t3b 
u= — k vie + k? sec A? [k(a M 3j Jt] 
一 大 4+3b 
v = bo + bı tan h[k(z  ———— )t] (2.51) 
NEL 
w = co + 2bob: tan h[k(x + 2j yt] 


iE f£ (2.50) 中 , 取 co = 0, bo = (5 k), f£ (2.51) IR bo = co = 0, 
作 变 换 x — VIr, t 一 V2t, 则 我 们 可 得 到 Hirota-Satsuma 方程 


3 


Vi = ln — dUVy 


1 
| u = ECTS 十 6uuz) 一 vvs 
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的 王子 解 是 : 
u= 1 (8 一 2k?) + 2k? sec h? E (r4 ail 
3 V2 
k 
v = +28 + k? seon? |- r4 2 
(23 4 P) F sech [5 (ee B) 
kt +b? k —k4 + 30] 
— k2 2 : H 
u= cag eee! [a (ee gita 
k —k^ + 3b? 
v= bi tanh [4 len "ail 


为 求 耦合 Ito 系统 (2.45) 的 孤子 解 , S 
u (x,t) = U (£) v (x,t) = V (€) w(z,t) 2W(£),£— x + pt 
代入 (2.45) 得 到 如 下 常 微分 方程 表示 形式 : 


BU’ 一 V’, gw' — Ww" 十 a3aUuw' 


2.52 
BV’ = —(V" + 3UV' + 3VU') — 12WW" (2.52) 


利用 改进 的 齐 次 平衡 法 得 到 如 下 一个 假设 : 
u= ao taptap? v = bo bip bo?, w = coe p t co? (2.53) 
和 


u = gntootoae,nzs bo bip + bau, aus co Lee (2.54) 


将 (2.53) 代入 (2.52) f838I F iB RU AE 
kou — kb, = 0, 28kaz — 2kb; = 0 
— ka; + kb, = 0, 28kaz + 2kb = 0 
6kaibo + Bkbı — 4k?bı + 6kaobı + 12kcoco = 0 
12kazbo + 12ka,b + 2Bkbz — 32k3b2 + 12kaob2 
+12kc? + 24kcoca = 0 
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—6kaibo — Bkbı + 16k3b1 — 6kagb; + 18kaobi 

+1l8kaib2 — 12kcoci + 36kc1c2 = 0, 

—12kazbo — 12ka1b1 — 2Bkb2 + 80k302 

—12aobz + 24kazb2 — 12kc? — 24kcoci + 24kc2 = 0 

—12k3b1 — 18ka2b2 — 18kaib2 — 36kcıcz = 0 

—48k3b1 — 24ka2b2 一 24kc2 = 0, Bkc; + 2k?c, — 3kaocl = 0 
—3ka,c; + 280kca + 16k?c9 — 6kagco = 0 

— kc, — 8k?c, + 3kagc; — 3kaaci — 6kaic2 = 0 

3kaıcı — 28kca — Abies + 6kagea — 6kazc2 = 0 

6k3c1 + 3kazcı + Bkouen = 0, 24k3c2 + 6kazc2 = 0 


解 之 得 : 
64k8 — c3 
al = b = & = O0, Oo = DARA 2 az = 一 4K2 
64kĉcocı — cá c2 ci 
0 — 8 D 2 一 5L2^ e = Tord 
128k 2k 8k 


其 中 co, co, k Z 0 是 任意 常数 , 于 是 我 们 得 到 耦合 Ito. 系统 (2.45) 的 
孤子 解 


9 6 2 2 
u= Ou 十 Ak? sec h? ` (- sut) 


v= Bike + 04K có -c3 0 sec A? | (s 一 ll 


128k$ 2k? 


w = co + cz — csec h? [ (s 一 sut) 
类 似 地 , 将 第 二 个 假设 (2.54) 代入 (2.52) 得 到 代数 方程 组 
Bka, — kbi = 0, 28kaz — 2kb» = 0 
— ka + kbı = 0, 28a; + 2kb, = 0 
6kaibo + Bkb, — 4k3b1 + 6kaobi + 12kcoci = 0 
—6kajbg 一 Bkb, + 16k3b, — 6kagb, + 18kasb, + 18kazb2 


一 12kcoci =0 
—12ka3bg 一 12kaibi 一 208kbs 十 80k3bs — 12kagob» + 24kazb2 
— 12kc2 =0 


12kasbo + 12kaıbı 十 208kbs 一 32k3 b. + 12kagb» + 12kc? =0 
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—12k3b, — 18kazbı — 18kaibz = 0, —48k3b2 — 24kazbz = 0 
be: + 2k3c1 — 3kaocl = 0, —3kaici = 0,6k3c1 + 3kazcı = 0 
—Bkc1 — Bkien + 3kagcı — 3kazcı = 0 


解 之 得 : 
a Ak" — bo ， Ak? c2 — b? — 8k*ba 
0 一 6k? s20 一 8k4 ; 
co = bı = a1 = 0,22 = oun D. 


其 中 c1,b2,k 关 0 是 任意 常数 , 丁 是 得 到 (2.45) 的 孤子 解 : 


ba + 8k* 2 2 b2 
u = ea --2k*sech^ jk z- aut) 


Ak?c2 一 b2 2 b» 
v= "ap — ba sec h L (: — zt) 


b 
w= & tanh L (s 一 SH 


文献 169.701 将 假设 与 齐 次 半 衡 法 , 又 作 了 进一步 改进 , 具体 地 说 
就 是 将 假设 


u(£) = M aig e! - k(1 v?) 
i—0 


改写 为 


u(£) — » (£) [A;sinw(£) + Bicosw(£)] + Ao 


w = dw = sinw 
由 此 得 到 了 一 类 孤子 方程 的 钟 状 、 捏 状 、 周 期 解 . 利用 这 种 方法 , Fi 
KI BBM 方程 的 钟 状 孤子 解 . 
例 2.2.5 BBM 方程 是 指 


Ut Uy + Us + Düsst = 0 (2.55) 


u(z,t) 2 u(z),z-r4 Ct 
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代入 (2.55) 得 ODE: 
ES 
设 (2.56) 有 如 下 形式 的 解 : 


u(z) 一 Y sin'T (z) [AisinT (2) + B;cosT (z)] + ao 
i=0 


利用 改进 的 齐 次 平衡 法 可 确定 = 2, 此 时 (2.57) BUG: 
u (z) = Asin?T + BsinTcosT + D 


其 中 A, B, D 为 待定 常数 , 目标 方程 的 取 法 有 两 种 情形 . 
情形 1: 
取 


dT 
ER — sinT' 


(2.56) 


(2.57) 


(2.59) 


将 (2.58)~(2.59) 代入 (2.55) 并 分 别 令 sin'T, cosiT(i = 0,1,2,3;j = 


0,1) 的 系数 为 零 得 到 下 面 的 代数 方程 组 
A(l1+C)+ HC 十 24D) -- AApC — 0 
B4 C) BD 4 BpC —0 


1 
LA B?) — 6ApC — 0 


(1-4-C)D iD EM 
利用 吴 代 数 消 元 法 得 ; 
12p 1 
— D 二 一 C=- 
a) B=D=0, A | rt ` EN 
一 p u 
H B=0 Caen Aren P 
故 得 方程 (2.55) 的 钟 状 孤子 解 为 : 
4 1 
u(x,t) = ^4 Sp sech?z, Ger ipii! 
一 un, o SP u 
u(x. t) poa“ h*z Ges? 4 
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情形 2: 
取 


dT 
d^ cosT (2.60) 


将 (2.58),(2.60) 代入 (2.56) 得 到 如 下 代数 方程 组 
4(1+C) 二 3(B? +2AD)— 8ApC =0 
B(1+C)+BD- 5BpC=0 
a — B?) - 6ApC = 0, AB + 6BpC =0 
(14-C)D 二 ; D 十 24pC —0 


利用 吴 代数 消 元 法 得 : 
—12p 1 | 4p 
c) B-0 A= -1 = Bi D= pi 
12p 1 12p 
d B=0, A= ———, = ; 一 
) Ant) 4p 十 1 Ant) 


故 得 BBM 方程 (2.55) 的 另 一 种 钟 状 孤子 解 表 示 形 式 : 


1 
u(z,t)-— — 
P 


ulz, t) = 


12 
el 
4p 1 "Ali ^ 7 pH! 


2.2.4 ”参数 假设 法 


这 种 方法 的 基本 思想 是 : S u = Cv RA Au = 0 f$ Dv = 0, fif 
该 超 定 代数 方程 组 , 再 代入 u = Co 的 诛 方程 的 解 . 具体 地 说 , 这 种 方 
法 是 将 PDEs 通过 恰当 的 变换 先 化 为 ODEs, 再 将 ODEs 的 一 般 解 表 
WA: 
Aektërën) Aebiëtëo? 
u(£) = 1+ eklE+Eo) + D, u(z) = (1 + ek(é+é0))2 十 Bek(£t£o) 


+D 
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其 中 6, z 均 为 z Ct 的 函数 . 然后 将 其 代入 ODEs 确定 出 待定 常数 . 
仍 以 上 例 2.2.5 为 例 说 明 这 种 方法 . 令 

u= Ay y= e? 
EE 


代入 (2.56) 整理 得 
2011 C)(1 +y)? + Ay + 2pCK? (1 — Ay + y’) 0 
S y BRRR REO E fa PREOT TEL 
1+C+pCk? 20, A(1--C) - A- pCk? 20 


解 之 得 : | 
12pk? 1 
(0 pk)4l1 ^ pk2+1 
故 得 方程 (2.55) 的 钟 状 孤子 解 为 : 
12pk?e** zar 1 i 
(1+ e)?" pk? +1 


2.2.5 ERKMAA 


先 介 绍 一 下 庚 格 式 , 由 等 谱 问 题 V. = up, A = 0 与 方程 VW = 
[U, V] 的 解 , 可 以 导出 零 曲率 方程 下 一 VA? + [U, V 99] = 0 及 相应 的 
EZE 


u(x,t) = 


ue = JL” f(u) nz) (2.61) 
其 中 7 是 一 个 注 算 子 ， 再 利用 迹 恒 等 式 , 把 (2.61) RASERI X 
Hamilton 形式 


óH,, 
An ` 


LOREA ERR, AR, AAR C-D Xt 


Cv=u 
Dv —0 


u = JL" f(u) — J 


nol 
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的 相 容 性 即 为 Au = 0, 这 里 就 是 由 


Wz 一 UY 
V 一 Vy 


的 相 容 性 ww = Ver 得 到 零 曲率 方程 , 即 孤子 谱系 (2.61), 其 中 ve? 
是 伴随 表示 方程 V. = [U. V] 的 一 个 解 . 这 种 方法 的 关键 在 于 确定 
C-D 对 中 的 D 算 子 , 即 适当 的 V0"， 

例 2.2.6 ”考虑 等 谱 问 是 


v —A Laut) 

wr = UY, U = 2.62 

7 ( 入 十 忆 一 1 D ) ( 
取 

n Q ATO 十 1, i (b +e Jan7m 
yo) 一 5 m v t m m 1 
m=0 (bm 一 Cm) AT ™ —a,, A" 7 — gantl 

By E 


i, = VOV 


则 (2.62) 的 相 容 性 条 件 为 U, — VO? [UV] = 0, 也 就 是 非 线性 演 
化 方程 族 
1 
Ut = man 


1 
Ur 一 bm 二 lz 
v 


特别 地 , d C-D 对 


1 一 入 十 2 十 1 ， 
Wr = WW 
入 十 4 一 1 1 
—AÀ-— uu, —u? A 一 入 一 也 y 
qM = , D 
" M Au Adr ud urtu? 


的 相 容 性 导出 二 = uus 十 2uu,. 即 为 落 名 的 Burgers Zr fg. 


36 孤立 子 理 论 与 可 积 系统 


2.2.6 ” 吴 代 数 消 元 法 

这 种 方法 将 B. C. D 设 成 待定 算 子 , 将 问题 归结 为 求解 代数 方 
TUR, 然后 利用 吴 方 法 求解 此 代数 方程 组 . 下 ¢ 徊 分 两 种 情况 求 C-D Xf. 

情形 1: ”已 知 算 子 D, 求 变换 算 子 C. 

设 待 求解 方程 为 Au = 0, FRAT C 使 得 AC = BD, 将 原 方 程 
Au = 0 的 求解 问题 化 为 求解 目标 方程 Dv = 0, 这 里 假定 Dv = 0 是 
已 知 的 . Bim Wu = Co = f(v,6v,…) 代入 原 方 程 Aw = 0 
得 到 关于 wv 及 其 偏 导数 的 一 个 微分 多 项 式 HS, 利用 微分 伪 带 余 除 法 ， 
H Hf ERU Dv 得 

Hf - BDv& R 

令 R = 0 得 到 一 超 定 方程 组 . 求 之 可 得 f, 也 就 是 得 到 变换 DU 
AC = BD. 于 是 原 方程 Au — 0 化 为 Dv = 0. 

例 2.2.7  Whitham-Broer-Kaup 浅水 波 方程 


| Ut + Uur + Ux + NUzr = 0 (2.63) 
ve + (uv). + Bit — Hien = 0 
设 
u = f(W, Wr), v = g(w, tz, Wre) (2.64) 
H w 满足 
Wi 一 Xuzz = U (2.65) 


其 中 入 为 待定 常数 . 将 (2.64),(2.65) 代入 (2.63) 并 用 微分 伪 带 余 除 法 
得 到 ， 


R= (ffo gq9w)wz 十 7f ow w2 T fws + gws + (A+D fo 
T20nfww, neits + Hl, aw w2. [Xf + Sw, Iess 
(2.66) 
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4 
(n 十 Alf, 十 On, = Ü 


由 此 得 
g = —(n A) fws Miss + G(W, wz) 


代入 (2.66), ill 1, wrr: w2, 的 线性 无 关 性 得 


Jan, 一 0 
ffwiwz 十 Ëer US 十 Guwtz = 0 


由 (2.67) 第 一 式 得 
f = F(w)w, + H(w) 


代入 (2.67) 的 后 二 式 得 
G = o(ur)wz + Bl)we + y(w) 
百代 入 后 . 式 , 并 由 1, we wi 线性 无 关 得 方程 组 
HF+B+OANH =0, F?c2gF' +2a=0 


FF +F” o! =0,(HFY +F” 4 =0,HH' +y =0 


H=8=7=0, F342nF +2a=0 


f = 2w tws, g = 2AA + Hw Wre 一 2X( 和 十 mw’? w? 


H AC = BD H. B0=0, 所 以 原 方程 就 化 为 热传导 方程 (2.65). 
情形 2: HTD 未 知 , 求 算 子 C. 
对 于 该 情形 , 作 如 下 处 理 : 令 


u = f(v, ðv.) 
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代入 原 方程 Au = 0, 得 到 关于 及 其 偏 导数 的 微分 多 项 式 Dp. 

( 在 得 到 的 Dp rp, 找 出 与 其 他 项 的 独立 项 , 并 令 其 系数 为 零 ， 
得 到 一 方程 组 , 求解 . 如 果 从 某 个 方程 解 出 f —const., 则 该 项 必 在 目 
Ife D 中 , 由 此 可 得 到 了 的 可 能 表达 式 ; 再 代入 原 方程 , 找 出 与 其 
他 项 的 独立 项 , 令 其 系数 为 零 , 并 解 方程 , 如 此 继续 下 去 即 可 解 出 f, 
即 得 到 算 子 C. 

(i) 将 广 代 入 原 方程 , 找 出 独立 项 , 并 令 其 系数 为 零 , 再 利用 相 容 
性 条 件 , 即 可 得 到 目标 方程 Dv = 0. 


利用 这 种 方法 , 可 求 出 如 下 弹性 力学 方程 组 的 算 子 对 C. HD. 
例 2.2.8 ”考虑 


ör ^ äu"! 
2oy Tey y (2.68) 
Oy Oz 


Alor +oy)=0 


其 中 人 A 为 Laplace # F. 
设 
oz = f (V, Us Vy, Uxx, Vey, Uyy) 
Oy = g(v, Ug , Uy, Uzr, Ury, Uyy) 
Try = h(v, Vr, Uy, Urr, Uzy; Uyy) 
代入 (2.68) 的 第 一 式 可 得 : 
fots + hvvy 十 fos Vzz 十 hv, Uyy + (fo, 十 hv, Viy + (Rosa 


+ fu Urry 十 foy, 十 hv,, )Uxyy 十 Jors Us 十 hv,, Vyyy 一 0 
(2.69) 


由 Uzrzz; Urey: Uunz : Üyyy 线性 无 关 知 |: 


hb, 十 fw, = 0， JL T ha, z 0， fos = 0,h 一 0 


H Vyy 
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[i] n] (8: 

Qu, + ho, = 0, fo, t+ Rony —0,9,,, —0, ho, —0 
将 上 述 结 果 代 入 (2.69) 得 : 

Fota + huty + Ja, Ass + Da, Gun + (foy + ba, Wes = 0 


在 上 式 中 ves 独立 于 其 他 各 项 , 所 以 fo, = 0, 再 代入 (2.68) 的 第 一 式 
得 : g,, = 0, 于 是 有 


f = u(v)uy, + F(v,v), g = u(v)vss 十 G(ovz) 
h = —u(v)uz, + H (v, Gs, Vy) 


代入 (2.68) 的 第 一 式 得 到 : 
Fovz + Hovy + (uts + Ho, Wyy + (Fo — u'vy + Hy, Wey —0 
由 1,vyy, vzy 的 相互 独立 性 得 : 
Fa, + Hovy = 0,u'v, + Ho, = 0, Fo, — u'vy + Ho, = 0 (2.70) 
问 理 得 : 
guvy + Hovs = 0, vy + Ho, = 0, Go, — UUr + Hu, —0 (2.71) 
求解 (2.70) 和 (2.71) 得 到 一 组 特 解 ， 
1 


u = jv + ka, F = kivv; +a, G = kvv2 + a2, H = —kvvzu, + Q3 


其 中 ki, o; 为 常数 . 代入 (2.68) 式 的 第 三 式 则 得 目标 方程 D. 
24 kə 1, ki Q1 G2 Q3 0 时 ， 


f Vrz, g Uyy; h 一 Vzy 


故 算 子 DD 为 : 
A?v — 0 
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2.2.7 ”物理 方法 


AC = BD 思想 不 仪 渗透 在 数学 研究 领域 中 , 而 且 在 物理 学 特别 
是 电磁 场 理 论 中 也 表现 突出 , 用 这 种 思想 米 描述 物理 定律 能 使 我 们 了 
解 知识 点 的 来 龙 去 脉 , 当然 也 可 由 一 种 运动 形式 推出 男 一 种 运动 形式 . 

例 2.2.9 由 Cartan 结构 方程 导出 Bianchi 恒等式 (或 齐 次 场 
方程 ). 

设 w RREA p 上 的 联络 1 次 形式 ( 称 为 势 ), 则 相应 的 场 强 是 0, 
ill Cartan 结构 方程 = dw | glo lt —0) 可 取 算 子 C = d( 即 
外 微分 ), BH u = CQ, 则 

Au = ACQ = d — d(dw + hr, wl) = dà — w — SI w] 
—[w, du]) = dQ — [dw, w| = dQ — RI, w] = 0 

Bl dQ = [Q*,w], 这 就 是 齐 次 场 方程. 

例 2.2.10 ”由 电荷 守恒 定律 推出 Maxwell 方程 组 的 数学 形式 . 

物理 学 中 已 经 定义 电流 向 景 场 和 磁 流 向 量 场 E A: 


r= J8, = ipu, Z= G'Ó; 


作用 外 微分 算 子 d 得 
dlirp) = d(J*8;) = 8J u = (Vj  &p)n (2.72) 
diir) = d(J'8;) OT'p = (Vj + àip)u (2.73) 
由 电荷 守恒 定律 


Vj +p — 0 => d(irp) —0 


VG + g — 0— d(izu) 20 


SS C-D 可 积 系统 及 其 应 用 41 


TE 


iru = Jiu = (0; Hu, = J = 9; HI (2.74) 


izu = G’ mi = (jF lite > G' 20;F? (2.75) 
(2.74) 和 (2.75) 就 是 Maxwell 方程 组 的 数学 表示 形式 . 
2.2.8 ”推广 的 Tanh- 函数 法 

从 前 面 的 例子 可 以 发 现 , 不 同 的 方法 得 到 不 同形 状 的 孤立 子 解 . 
有 一 个 值得 思考 的 问题 是 : 能 不 能 用 一 个 尽 可 能 统一 的 方法 求 出 非 线 
性 发 展 方程 的 尽 可 能 多 的 不 同形 式 的 解 ? 这 一 点 并 未 完全 做 到 , 但 是 
利用 推广 的 Tanh- 函数 方法 , 可 同时 得 到 某 些 孤 立 子 方程 (组 ) 的 不 
同形 式 的 解 , 比如 : Int, rr. Gand. 

所 谓 Tanh- BBC Kei, 对 于 两 个 变量 的 PDEs: 


H (U, Ut, Uz, Usg, zs 
FRERE m 

u(z,t) = u(Z)— 3 aiui 

i—0 
JEP w(x, t) = tan(hkZ), Z = x + ct, m 是 待定 正 整 数 . 
推广 的 Tanh- 函数 法 是 借用 Riccati 方程 
w = bw 

Riccati 方程 随 参 数 b 的 符号 不 同 可 以 得 到 不 同形 式 的 解 : 


—vy—b tanhy—bz b<0 
—vy —b cothy—bz b<0 


w= Vb tanh vbz b>0 
— VbcothVbz b>0 

1 
Ww 二 一 一 b=0 


之 
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借助 于 5 的 符号 变化 , 利用 形式 解 就 得 到 PDEs 方程 的 不 同形 式 的 精 
确 解 , 并 二 利用 推广 的 Tanh- KOR, 还 可 以 求 出 平衡 数 m 不 是 正 整 
数 时 的 行 波 解 . 

例 2.2.11 考虑 Burgers-Huxley 方程 


Ug T puur — usc + qulu — 1)(u— s) —0 (2.76) 


其 中 p,q äis 为 实 参数 日 p? 十 gq? z 0. 
我 们 作 变 换 


ulz, t) - U(£), E=r+ct 
将 方程 (2.76) 化 成 一 常 微分 方程 
cU' A pUU' — U” 4- qU(U — 1(U — s) = 0 (2.77) 
U" tj U* E UU' 平衡 可 得 m — 1, 因此 可 选取 
U = ao + aig (2.78) 
将 (2.78) 代入 (2.77) 得 到 关于 ao, ai, b, c 的 一 代数 方程 组 


qa) + pa? Ann = 0 
aic + qa? (ao — s) + qa? (2ao — 1) + paoa; — 0 (2.79) 
—2a1b + gai(2a0 — 1)(ao — s) + geg (ao — 1) + pajb = 0 


aibe + pagaib + qaolao — 1)(ao — 5) — 0 


讨论 两 种 情况 
(G) ^49 2:0 时 ,方程 (2.79) 的 解 为 
—p + —-pitr)2s—1)-2 l , 
a0 — pu E Le LH De "b= ud (2.80) 


E 一 Dp 土 7 (—p + r}(2 — s) — 2ps 1 s? 
A3 = QC 0 二 一 一 了 
2 2q | H 4a1 


(2.81) 
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1 -p+ -(ptr -1 
stl y= BET EICH (5—-U' (85 


a. 一 
9 2 .20 ， 4 4a? 


IEP r= Vp? 十 8gq. HT b € 0, 得 到 Burgers-Huxley 方程 的 行 波 解 
为 


1 1 q (-ptr)(2s— 1) -— 2p 
= tanh | 
U1,2 2 2 an ees , 4 ) t)] 
§ 8 qs —p + r)(2 — s) — 2ps 
u3,4 = 2 5 tanh| piret 4 t) 
st) 1 1 一 (D + -2 
us stl StL, mus ^q uf (px r)(s +1) Py 
i 2 -pEr 4 
u78 = pr (s — 0) 
PU qBr-(pinU 
pEr 
ugio = l4 ， (s 一 1) 


q[2x + (p € )t] 
在 特殊 情况 p = 0,q = 1 F. 这 些 解 恰 满足 Fitahugh-Nagumo 方程 
Ut — Uag + ulu — T)(u — s) 20 
(i) 74 q = 0, p DD, 方程 (2.79) 的 解 为 


€ 2 


Ou = —-—. 1 -— 7 
1 
JE b.e 为 任意 常数 . 通过 计算 可 以 得 到 Burgers DP 
jr 十 Puur — Urr 一 0 
的 行 波 解 : 


DEE d'Ee br + ct) b< 0 
p p 
e 2 
E + Zb tanh v/b(a 十 ct) b>0 
p 


"m b=0 


U3 二 一 
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例 2.2.12 ”考虑 广义 Prochhammer-Chree 方程 (PC 方程 ) 


Utt — Uttzz + Tggt 一 《Q12 十 azu? t agi? Les = 0, (r # 0) (2.83) 


我 们 作 变 换 
u(z,t) -U(Z) Z=r+ct 
将 方程 (2.83) 化 成 一 常 微分 方程 


cu — gu" — eru" 十 (azu + a2U? 十 a3U?),, = 0 


U(9 Ej (U3),, 平衡 可 得 m = 1, 因此 可 选取 
U = bo + biw 
将 (2.85) 代入 (2.84) 得 到 关于 bo, bi, b, 的 一 代数 方程 组 
24b1c? + 12a3b3 = 0 
azb? + 3a3bob? — rb = 0 
FILTER 2a2bob? 十 3aabàbi 十 9aab?b 一 bic? 4 20b4,b — 0 


b(a2b? 十 3a3bob?) —rbib=0 
b? (azb? + 3a3bob?) 一 rbb? =0 


b(a4b7 十 2a2pop1 + 3a30301) 十 3a3b30? — bibe? + 8b1b? = 


解 乙 得 

b T G3 ec 2 
um 3a3 2 3a3 

—2 
bı = —ec 

a3 

1 . 
b= 1G al 一 2a2bo — 3aab3) 


Hp e= tl. 


(i) 74 c? < a4 + 2az2bo + 3a3b8 时 , 方程 (2.83) DIE H 


r 3 U2 —2 
一 -一 tanhk(zr + ct 
ui Sa; " 7 EC 3o; D as ectanhk( ) 


(2.84) 


(2.85) 


(2.86) 


(2.87) 
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ar 1 
其 中 = PAG + 2a3bg + 3a3b? — c?). 


(ii) ^4 c? = al + 2azbo + Saal 时 , Jj ££ (2.83) 的 有 理 分 式 解 为 


u T 25. 22 Si k 1 
一 " c Vim C 
2 3a3 2 3a3 a3 zc 


(iii) M ce à, 十 2a509 + 3a3b3 EF, 方程 (2.83) 的 有 理 分 式 解 为 


T a: a: 一 2 
ug = Sa; V 2 EC 5 V as £C tank (x + ct) 


ar 1 
其 中 = di à; 一 2a2b0 3aabs 十 e). 
例 2.2.13 ”考虑 Boussinesq 方程 组 


Utd Ug 十 Wulz 十 Suzr 一 0 (2.88) 
Ur + (uv)s 十 7Uzz 十 DUrzrz — 0 
我 们 作 变 换 
u(z,t) = U(Z),v(z,t) = V(2),2 = t * ct 
将 方程 (2.88) 化 成 一 常 微分 方程 组 
cU'+V'+UV’+sU"=0 (2.89) 
cV' + (UV) 4 rV" 4 pU" —0 


JEU" 13 UU'U" 与 (UV)! 平衡 , 可 得 到 如 下 假设 : 


U —bo4biw, V -—agctaivt au? 
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代入 (2.88) 得 到 代数 方程 组 


解 之 


共 中 


b? + 2sb1 + 2a2 — 0 

bobi + cb Lou = 0 

a1b; + 2a2bob? + 3asb8b + 9azb3b — bic? + 20b1b = 0 
2azb + b?b + 2sb;b = 0 

cbib, + bgbib +aib — 0 


(2.90) 
6pbı H 6raz + 3a3b, = 0 
2a5bg + 2b41a4 + 2ra; + 2ca5 = 0 
agb, 4 aibo + 3a3a3bb, + ayc + 8rasb + 8pbib = 0 
2raib + 2azbob + 2a1b1b + 2aobc = 0 
aibob + 2pb1b? + 2ra2b? + aibe + aobib — 0 =0 
bo= c 
bi ==r— s£ y(r- s)? + 4p 
a= 0 (2.91) 
as = rs — 1? — 2p kr /(r — 8)? +4p 
ag = (rs =r? - 2p kr /(r. | s)? + 4p)b 
b AE eu? 


(i) ^4 b < 0 时 ,方程 (2.88) 的 扭 状 解 为 
| up = ce- (=r = s + V(r— s)? + Ap) x vV-btanhv —bz 


vi = ag — agb tanh?/ — bz 
(ii) ^4 b — 0 时 .方程 (2.88) 的 有 埋 分 式 解 为 


1 

ug = —c -(-r-sEyí(r- s)? + Ap) 
A2 

to = ag + p 


(ii) ^4 b > 0 时 , 方程 (2.88) 的 周期 解 为 
| uy = =e + (=r — s + y(r — s) + 4p) x vb tanhvbz 


v3 = ao + azb tanh? V bz 
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为 外 , 构造 算 子 B、C、D 的 机 械 化 算法 常用 的 还 有 代数 几何 方法 、 变 
分 方法 、Lie 群 方法 等 方法 . 


2.3 C-D 对 与 Darboux 变换 
HTAA C-D 可 积 系 统 


Clun, Qn) =0 
Du, , gin lz DU 


TEE XE Y 
Un+1 一 f (un. On) (2.921 
Qn41 = g(un. On) 
使 得 C-D 系统 形式 不 变 , 则 称 (2.92) 为 (0 X)Darboux 变换 . 
考虑 C-D 系统 
pr = Mo (2.93) 
pie = Ny 


其 相 容 性 即 为 Au = 0. BU Lie 和 群 结构 方程 . 通过 例子 说 明 (2.93) 的 
Darboux 变换 的 求法 及 其 与 孤子 方程 的 求解 间 的 关系 
例 2.3.1 考虑 如 下 特征 值 问题 


AtX ita ， 
pr = Mp, M = ( Weder E " (2.94) 
2 2X 入 一 3x p2 


设 它 的 线性 辅助 方程 为 : 


Ar EE 
p= NoN=|, 2 2 z 
2 + 3X AtA 


iti (2.94) AHATE E E iil T 


Mi- N, + [M,N] 20 (2.95) 
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即 
St 十 Sz 十 2g97 二 0 
qt— ds Ar — 0 (2.96) 
T; d Ty 2sq — 0 
考虑 下 面 的 等 谱 问 题 
2.97 


其 中 M,N 与 M,N 表示 形式 相同 , 只 需 将 M,N 中 的 9,7,s 换 成 
ors 因此 g, T, s 也 满足 (2.96). 
作 变 换 


- Acta —b 
?=707- ( b " (2.98) 


其 中 a,b 是 关于 x,t 的 函数 . (2.08) 成 立 就 有 


(2.99) 
T, = NT - TN 


_ | 2u 912 p= P11 P12 
£n 93]. P21 P22 


分 别 是 (2.94) 和 (2.97) WERE: XS 


EE 


ài = p11 (£, A) + keatz, 32) dn = en(z, à) + baeaatz, 3M) 
将 (2.99) 展开 整理 得 


d t$ 26162 

3^1. b 2 2 

— dn $5 dn 

` M 十 p2)r 十 2abs _ (a? + b2)s + 2abr 
Z b? — a? We a? — b2 


And qc 4b 
(2.100) 
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于 是 我 们 就 求 得 了 (2.94) 的 Darboux 变换 (2.98),(2.100). 
下 面 推出 一 类 Duffing 型 方程 , 并 用 Darboux 变换 法 求 其 精确 
解 . 由 (2.96) 知 : 


(s = r?) (s -1), =0 
W s = ócho,r = ô sha, 则 上 式 化 为 
6,6, — 0 (2.101) 
易 见 (2.101) 的 解 为 
ô —(z,t) = f(x — t) 


f 是 任意 函数 . 将 
1 
q= -3(0« + as) 


代入 (2.96) 8028: REAA MIRA Duffing 型 方程 


Ott — Qrr 十 8ósho = 0 (2.102) 
因为 
a? — b? - X 
Ik 
a = Ach, b= Aish0 
D 
r = —ô sh(a + 20) d shå, 8 = óch(a + 20) = óchaà 

TE 


à = —a — 20 
进行 多 次 Darboux 变换 后 , 有 


Qj = Asch, bj = Ajsh8j 
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由 此 得 到 (2.102) 的 精确 解 为 : 
Qn = 一 一 》 20, 
j=1 
对 于 两 个 C-D 系统 (2.93) 和 (2.97), 它们 具有 相同 的 可 积 性 , 即 


它们 的 相 容 性 条 件 是 相同 的 . 事实 上 , 我 们 有 
定理 2.3.3 设 给 定 线 性 方程 组 


-=M 
? ? (2.103) 
Qi = No 
X 
1 AA 
Pa = M'Y (2.104) 
qim N'g! 
若 存 在 Darboux 变换 
p -T(tz)e 
使 得 
AU — TAIT IFE NI NIT -TT! 
则 有 


A— NFMN -NM = TA Ne +AMN -NANT-! (2.105) 


证 明 ”内 为 
MAM’ = TMT TT NI TNT-i+TT-! 
所 以 


Mi = TIMTO TM^ +TM(T7' Je + PaT! LTC, 
NL = Ti NTL TN; TO! TNT, TT ETT). 
M'N! =TMNT  -T,NT ! -TM(T-))— TOT) 
N'M) =TNMT ! &£TuMT^ —TN(T ), — T;(T^)& 
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代入 (2.105) 的 左 端 即 可 推出 右 端 . 

对 于 C-D 可 积 系 统 , 我 们 不 仅 能 求 出 其 一 个 Darboux 变换 , 而 且 
还 可 求 出 其 三 类 Darboux 变换 . 根据 这 种 思想 , 我 们 对 一 个 含 三 个 位 
势 的 等 谱 问 题 求 出 了 其 三 类 Darboux 变换 . 

例 2.3.2 考虑 等 谱 问 题 


Pr 一 Mo AM = i653 gé (2.106) 
Eu Can 
共 中 | 
u = S2 + is}, U= —$82-Fisi 


81.82.83, 为 X,t 的 实 函数 , H s? + s3 5$ — 1. 
X (2.106) 的 辅助 线性 方程 为 


4 B 2 (A; Bj ! 
= Nọ, N = = 7 jan 
UT (6A) SR A] 


则 (2.106) 的 可 积 条 件 为 : 


M, — Na 4 [M, N] 2 0 


d 


Ti T) T 
2—To- 2 qc (qn. 2.107 
万 = 了 wp (5 2) p, p= (Pi 92) ( ) 


假设 (2.106) 经 过 (2.107) 化 为 男 一 个 特征 值 问 题 


Pe = Mg (2.108) 
pt = NG 


则 根据 定理 2.3.1 知 ,(2.108) 的 可 积 条 件 为 


M; — Ns + [M, N] 20 
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EP M,N 的 表达 式 分 别 与 M,N WA, 只 是 将 s; BR ad = 
数 Hi, Ui, ma T OI * 0, 满足 

uëcotzEiltoëlz, é) -0 
其 中 oi. ou H (2.106) 和 (2.108) RAE ERE ZS 


hilz, £1) = Hpi (z, 1) + viis (7, £1) 


balx, £1) = mgpa (z, &) + vip2(x, 61). = 2 
则 有 Tiz = EūT3 — EvTo + iE(53 — 83)11, 
Ty, = EUT4 — EuT, + i£(83  53)T3 
Ta, = £UT — £vT4 — i£(83 十 33)73， 
Ta, = EUT — CuT3 — i&£(83 — s3)TÀ 
Dr, 于 是 得 到 ， 


Ti = Qu, n = —u, T3 = —6,,74—1 


83 = 53, = Ur] + UG + 2ius3, 0 — Q1 
故 得 第 一 类 Darboux 安 换 


_ Meal. g) + vies (m é) 
pur ED) + vna Ell ` 
E— é t Gu ~u 

Wa 1 Je 


Q 


Us” u?Q 21u383 


U—(0,83 = 83, 9 = Tip 


Fm = i, 同 理 可 推 得 第 -类 Darboux 变换 [在 (2.109) PIRE = £): 
2 


= H211 (£, £2) + vapizlr 62) z D DEA — mv? — 2ivsa 
MH2p21(T, E2) + vaa» (x, £2) 


- - 1 -n2 
ù = —n2, 53 = 83, P = Tg = ( ): 


vU € — €2 EE 
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其 中 [uo] + [vo] 7 0. 
下 面 对 第 一 类 和 第 二 类 Darboux 变换 作 复 合 运算 . 先 作 第 一 类 
Darboux 变换 ; 


$ — To,T — Tj, ü = uti ~ Ud — 2ius3, Ü = Q1, 83 = $3 


再 作 第 - -类 Darboux $f 


e P 1 一 入 - 
$—ToT- ,人 二 一 ?2 
(. ， as) 


Ù = réz | — 20? — 2ib8s 


于 是 
$-Te-TTe 
TT = ( € —& t Gilu + fb) —u — i 
E — £& + lu ij3)U — G(& — £2) € — éz — (u + gel 
因为 
i- vzetz E2) tusënatzfal _ 2 —&ı u 
^ mya lz, E2) + vope(m £29) Q-Q 
— = NH2P21(7, £2) + v2p22 (7 £2) 
2? user, £2) + v2p12(2, £2) 


所 以 我 们 推 得 第 三 类 Darboux ZE 
ipai (x,t, £1) + viaa (7, t, £1) 


& = uetz,f £1) + vgilz, t, 61) 
G= M2p21(T, t, £2) + Vap22(T, t, 62) 
? paqui(z, t, £2) + vavia (2, t, £2) 
下 一 也 S i, D — —v + 4isa£i + u£2 一 È -5 — u)c2 
P 5 Tse = TTo &2— E &-& 
2— £1 1 — €2 
d TI IGT SE ) 
JN 2 一 6 
LC: EK a) C1(€ — £2) E= 62+ GG 
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24 C-D 对 和 广义 Darboux 变换 
我 们 知道 , 可 以 从 KdV 方程 的 Riccati 形式 的 Lax 对 获得 求 
KdV 方程 解 的 递 推 公式 . 将 该 思想 和 C-D 思想 推广 到 变 系 数 的 情形 ， 
获得 了 变 系 数 KAV 方程 
Aqu = u; + KG) uua +t uus) + (Aka(t) — cka(t))us — 2ks(t)u = 0 
(2.109) 
HEP ki (£), kalt), ka (£) 为 二 的 任意 函数 ] 和 带 有 外 力 项 的 广义 上 qdV 方 
程 
Azu = ucc h(usss - 6uus)--6f hu = g(t) -x(12hf?-- ft) = 0 (2.110) 
[其 中 六 = k(t), g = g(t), f = f(t) 为 t 的 任意 函数 ] 的 Darboux 变换 
和 精确 解 . 
首先 考虑 方程 (2.109), 它 有 C-D 对 (BI Lax Xt) 
Dia, p) = pe — [Eks — 4k2 — 2ki(u + 22)]ez (2.111) 
— (kiuz 十 je =0 


令 


= — 一 二 2.112 
w a e 7 ( ) 


将 其 代入 (2.111), 得 到 (2.109) 的 Riccati 形式 的 C-D 对 
| C(w,u) = Ws -(A—u- wu?) —0 


D(w,u) = wi — [4k2 4 2kı(u + 2A) — xka] (2.113) 
x(w? +u — A) — (ka — 2kyus)w — kitse — 0 


D(w, u) = wi — [zks — Aka — 2ki(u + 22)]wz (2.114) 


C(w,u) 2 w, -(AÀ-u— wv?) D 
十 (ks — 2kyuz)w — kiuzr = 0 
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线性 方程 (2.113) 或 (2.114) 的 相 容 条 件 (B wat = wis) Tr (2.109). 

因此 . 如果 (uso) 满足 (2.113) (或 (2.114)) 的 解 , 那么 4 一定 是 

(2.109) 的 解 . 下 面 仪 考虑 C-D 对 (2.113) 对 应 的 方程 (2.109) 的 解 . 
如 果 利 用 C-D 对 (2.113) 可 以 构造 出 广义 的 Darboux 变换 


uisi = f (ui, us). Up] 二 glui. wi) 


那么 利用 共 可 以 获得 原 方程 的 解 . 令 


1 0 
eur. t) = [4k T 2ki (ui T 2A) 一 kal, kiujg ł 5^3 t Ot (| widz) 
Balx, t) = [AKo + 2kı (ui + 2A) — zka] exp(-2 f widz) 


+2a;lx, t) | exp(—2 f widz)dz + a exp( 一 2 | w;dzr)dzx) 


如 果 (uj, wi) 满足 (2.113), 那么 oi (m, t), Bi (m, 0) 都 是 仪 仪 为 t 的 函数 ， 
Bil 
Gs (r,t) = 0, B; (m, t) —0 


定理 2.4.4. (JJ X Darboux 变换 ) 取 


uipi = f (ui wi) = uj — Rwir — 2(InMi(z,t))zs 
wizi = g(ui wi) = —wi — (InMi(z.t))« 
Mi(z,t) = f exp(-2 f widz)dz + exp(—2 f o«(t)dt) 
x [8o 一 [ &i(t)exp(2 f o; (t)dt)dt) 
(其 中 po 为 常数 ). 
证 明 : 只 需要 证 明 (uisi wisi) 满足 如 下 方程 组 


(2.115) 


Witi = À — Witl — MÉ 
Wit1,t 二 —[4k2 十 2k1 (Witl 十 2A) 一 Tha] Witl,z (2.116) 


+ (ks — 2ki ttipi æ)Wi+i + bus) ses 


下 面 分 别 证 明 它 们 满足 这 两 个 方程 
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(i) (nMi): = exp(-2 f widz)M; ! 


(InMi)g = -2w;exp(-2] w;dz)M; ! 


—exp(-4 f widz)M; ? (2-17) 
(i) 将 (2.115) 第 三 式 关 于 + 微分 一 次 , 可 得 
Uitl,t = Wit Oo 201 w;da )exp(-2 f widz)M; ` (2.118) 


—exp(-2 f wdx) Mi Mj? 


Mia = al exp(-2 | w;dz)da] — oi(t)exp(— | ou(t)dt) 
x[Bo — f Bi(t)exp(J a;(t)dt)dt] — Bi(t) 
= —os(t) Mix. £) + [zks — 4k» — 2kı (u; + 22)]expC-2 f wid:r) 
' (2.119) 


将 (2.118) 代入 (2.117), 可 以 得 到 
Uia bitzen — (k3 — Zb, lues + exp(-2 f widt) M; !] 
— [Aka + 2ki(u; + 2A) — xka][wiz 一 2wi;exp(—2 f widz)M; ' 
—exp(-4 f widz)M; ?| (2.120) 
根据 (2.115) 25: E WY (2.119), 约 化 为 


Wilt 一 -kiise d (kg -2kyus ) [wii t [Aka 4-2k1(u; 2A) — rka]wi cis 


(2.121) 
从 (2.115) 第 一 式 和 (2.116) 第 一 式 , 可 得 
uj = Ujgid Wip, = Wip ct 2(- ung — wii) 
—2A— Uii 一 2u2 1 
Ui = 一 MHz Wigi Mt (2.122) 


2 
Uipna — AW(A — uiui wa) 


2 » . 
Uigr — 一 Li 二 1:zr 一 4( 和 Uitl 一 wa) T Annette 
2 2 
48w2,,(A — uipi — wii) 
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将 土 式 代入 (2.121), 可 以 证 明 (2.116) 987 -5X. 

从 定理 可 以 得 到 方程 (2.109) 解 的 一 个 新 的 递 推 公式 (2.116). 38 
实 上 , 它 也 是 (2.109) 的 一 个 Bäcklund 变换 . 

对 于 方程 (2.113) 的 一 个 解 (wi,wi) 仪 仪 需要 积分 运算 , 通过 
Bäcklund 变换 (2.116) 可 以 得 到 (2.113) 的 另 一 个 解 (uiia, qi+1), TR 
据 同 样 的 步骤 , 可 以 得 到 (2.113) 的 第 三 组 解 , 等 等 因此 , 其 中 的 
Wu met, 正 是 (2.109) 的 解 . 下 面 我 们 应 用 获得 的 广义 
Darboux 变换 来 研究 (2.109) 的 解 . 

情形 1: Du = Aus = 0, AE (u, w) 为 (2.113) 的 一 个 解 ， 
则 


II = ar, | exot-2 | wanda = exp[-2g(t)]x + f (t) 
AM g(t), f(0) 为 二 的 积分 函数 . 因此 有 


1 
ea (t) = gr zb 
By) = fe +2fgi + fka + (6M + Aks)exp( 29) 
Mi (t) = exp(-2g)z + f + exp(-g — 5 | ewa 
ne = f (texptg +3 | ktat] 


因此 根据 Bäcklund 变换 (2.116), 有 


(2.123) 


uz = A — 2exp(—Ag)texp( Zoe + f + exp(-g — + d t)dt) 
x[B8 — f &(t)exp(g + 5 ; |t Jdt)dt]) ^? 
wa = exp(-29)fexpC-29)r + f + exp-g — 5 | ke(t) 
x[Bo — f &1(Oexp(g + 3 ; [Oana 


很 显然 us 为 (2.109) 的 有 理解 . 
情况 2 ， 取 方 程 (2.113) Did rm BI 


wlr, t =à- EH 一 nexp(| kadt). (2.124) 
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Ah uz 0 为 常数 . 因此 我 们 有 
[widz = Hexp( kadt)z + hı (t) 


exp(-2 f widz)da 
1 . 
一 一 区 exp Heel kacht — [rat — 2h, (t)] + ha(t) 
n 


HP ha (0), halt) 79 t 的 积分 函数 . 从 其 可 得 


, 1 
a(t) = 2[2ks + k (3A — pe? f Fadtiel kadt 十 3k3 + (0,8 (0) =0 


将 a(t), 8i (0) 代入 Mà (c. t), 得 
Mist) = — Pap o [rsat 2h: (t)] + ha(0) 
4 fge- 2 le (tdt 
因此 应 用 Bäcklund 变换 (2.116) 可 得 


2(Mis Mi — M2) 


GÉIE t) 一 入 一 uexp( f kadt) M2 ( ) 
1 2.125 


Mig 


musl, D = —uexp( f kadt) 一 


事实 上 ,ua(z,t 为 (2.109) 的 解 , 可 以 将 共 改 写 为 : 

(i) 当 sgn(p) = —sgn(hz(t) + Boexp[-2 f o1(t)dt]), 可 以 获得 一 
个 类 钟 状 孤 波 解 
u(z,t) = A — pexp(f kadt) — 2402exp( 2 kadt)sech? ( — uel tsat 

: [rat hı (t) — In|-2uh3(t) — 2u8gexp(—2 | eo (t)dt)]) 

(ii) 当 sgn(u) = sgn(Aha(t) + Boexp[-2 f ox (t)dt]), 可 以 获得 男 一 
aen 
u(x,t) = A — pexp( f kadt) — 2p2exp(2 f kadt)csch? (— gel becht 


; | kadt — huit In[2uha(£) + Senn! len (réi) 


第 三 章 Bäcklund 变换 及 有 关 问 题 


在 第 一 章 已 经 提 到 过 几何 学 家 Bücklund 在 研究 负 常 曲率 曲面 时 ， 
得 到 了 Sine-Gordon 方程 的 Bäcklund Æ% (BT): 


ucv, , 2 u—u 


ue ug — 28 sin( ) u, = —us- 


因为 在 一 般 情 况 下 , 上 式 是 不 容易 求解 的 , 但 是 Bianchi 找到 了 一 个 
很 有 用 的 事实 : 

设 从 Sine-Gordon 方程 的 解 uo 出 发 , 通过 以 B). 为 参数 的 
Bäcklund 变换 , 得 到 Sine-Gordon 方程 的 解 ui. XM ua. 出 发 ， 作 
以 83 为 参数 的 Bäcklund 变换 (8i Æ 852 . fS uio. 再 从 wo 出 发 ， 
以 85 为 参数 , WE Bäcklund 变换 , 可 得 解 uz, Hu, 出 发 , 以 Di 为 参 
数 , 作 Bäcklund 变换 得 解 21， 若 后 两 个 Bäcklund 变换 的 积分 常数 
选择 得 当 , 就 有 ui» = uai, 这 称 为 可 换 性 定理 , 它 是 制作 多 个 孤立 子 
的 手段 . 令 人 注目 的 是 Bäcklund 变换 的 存在 、 可 换 性 定理 和 非 线性 
做 加 公式 等 事项 个 是 Sine-Gordon 方程 的 专利 ，1973 Æ, Wahlquist 
和 Estabrook 发 现 KAV 方程 也 有 类 似 的 性 质 . 经 验 表 明 , KEKI 
子 方程 都 有 Bäcklund 变换 和 无 穷 守 恒 律 等 事项 . 因此 了 寻求 孤立 子 方 

时 的 Bäcklund 变换 及 有 关 问 题 足 研究 孤立 子 理论 的 重要 方面 乙 一 . 


3.1 “利用 齐 次 平衡 法 获得 Bäcklund 变换 


THU ToK Bickhund 变换 的 齐 次 平衡 法 , 利用 这 种 方 
法 不 仪 能 效 得 Bäcklund ZE. 而 且 也 能 得 到 非 线 性 演化 方程 的 精确 
fft. 范 恩 泪 教授 利用 章 次 平衡 法 获得 了 一 大 批 有 重要 物理 背景 的 非 线 
性 演化 方程 的 Bäcklund 变换 及 精确 解 . 但 是 对 某 些 非 线 性 演化 方程 ， 
直接 利用 章 次 平衡 法 是 有 困难 的 , 需要 作 一 个 适当 的 变换 , 对 此 我 们 
用 著名 的 Boussinesq 方程 为 例 予 以 说 明 . 
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例 3.1.1 考虑 Boussinesd 方程 
tt = qrr + 3(q?)... 十 drrrr (3.1) 


该 方程 是 Boussinesq 于 1871 年 在 描述 浅水 波 传播 时 引进 的 , 这 方程 
也 有 其 他 方面 的 物理 应 用 , 包括 一 维 非 线性 应 力 和 等 离子 体 中 的 离子 
声波 等 . 

为 求 (3.1) 的 BT, V q = us, 并 代入 (3.1) 得 


Un = Uzr + Die fen 十 zzzz (3.2) 
平衡 (3.2) 可 设 
u = f'(ó)óz + u(x,t) (3.3) 


其 中 f(o),v 都 为 待定 函数 . 由 (3.3) 知 
us = fpf Was Mt uas = D FA sss f Prrstuise 
Uzars = f vh 二 10f prr + 15f" Pea + 10f" P piss 
310f" pisQzaz + Df Wëss asss t ne + Ulzser 
un = f" oho, + f pupe + 2Í"pupua + ui 
将 上 式 代 入 (3.2) 整理 得 : 
Uzzzr 十 6ztzz + Urs — Utt 
= (FO) 6f" Te + (10/0 -- 187 +67 f" uius 
5f" pup, + JET een + 6f f opare  M8f'f" Pieper 
6f" eu, + f" O f" oio, + AOflozsprss + f Vë Wien 
+ 6f" purra + 6f ?prrprzz + AB" Qrpszuis + 3f Quas 
+ f (prrz + Psr) Of Wëss 7 zm + Of Wësse iii — f" puis 


—2f"oupyt — fex + Uizszz t Urre t Ouigtuazs — Utt (3.4) 


d 


fO + 6f" f" — 0 (3.5) 
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解 之 得 : 
f=2Ing (3.6) 
将 (3.5),(3.6) 代入 (3.4) 得 : 


Haan + Guruzs + Uze — Un = (dp2 Pre 一 3pzprzz — P? Pr 
+ + Dein, f” + (Be Ven — 2prrprar + DST es 
十 18papaztaz 十 3pzpoz — Prptt — 29upst) f" + (Prrr (3-7) 
十 P5z 十 6Pprzulzz + ÜÓQassuls — Pett) f Mars 


Luis 十 Du) e iss 一 Uit 


Wes f". f^ 的 系数 为 零 , WA 

Aplpass — ps2, — fe t zd viuis = 0 

Du en — Hee éen + Det un — Bpsastis + 3Qzzz 
— PrPtt 一 2ptpot = 0 

Przz t+ Qr d Dëse fi Las T ÜQrzrüiz — Pett c0 

ler + Uizzre + Óuisülzs — Ui = 0 


EO Fn T FIIIT 


pa(dpzpazz — I, — qt zo Opus) 一 0 (3.8) 


d , 。 - 
— (Apsssz — Ml, — vi + p? 6plui) 


dr (3.9) 
esr 十 Prrrr 十 Das 1 一 Pu) =0 

d 

ER + %zzzz 十 6pzruix — Qu) =0 (3.10) 


Uizz 十 Ulyzzr 十 6u1rUizz — Uju 一 0 (3.11) 
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方程 (3.8)~(3.11) 成 立 当 且 仪 当下 方程 组 成 六 


Aaen — MIS — P? + ph Opruis = 0 
Jazz 十 Prrzrz 十 6wzztlz — Ptt 5 d (3.12) 
Wizz 十 Mizzzz t ÓUistazs 一 Uit = 0 


将 (3.6) 代入 (3.3) 得 : 
u= 2E tunale, t) 


L 


由 此 得 到 方程 (3.1) 的 Bácklund 变换 


q= (5E), + uir = 2(In glas + Uir (3.13) 


其 中 y 满足 (3.12). 
利用 Bäcklund 变换 可 求 Boussinesq AFERA MMOL T RE, 分 以 


下 二 .种 情形 讨论 : 
Ei Bulz, t) =c. W (3.12) 约 化 为 


AP Pree 一 392, 一 Pr + e =0 (3.14) 


Prr + Prrr 一 Pitt = 0 (3.15) 


易 见 (3.14)~(3.15) 的 一 个 特 解 为 : 
p=1+exp(Vaz + v'a? + at) 
代入 (3.13) 就 得 到 方程 的 钟 状 孤子 解 : 
q= Í sech? (Var + Va? + at) 


情形 2 uot) = ia, 同 理 可 得 该 方程 的 另 一 个 钟 状 孤子 


解 


Ir 一 


1 1 
q(r,t) = E sec h^ (ar — a?t) 一 
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范 恩 贵 教授 和 张 鸿 庆 教 授 将 齐 次 平衡 法 作 了 延 拓 推广 , 获得 非 线 
性 发 展 方程 的 一 些 新 的 孤子 解 , 他 们 的 方法 不 仅 适用 常 系数 的 PDEs， 
而 且 也 适应 于 变 系 数 的 PDEs. 

例 3.1.2 变 系数 的 广义 KdV 方程 


ut + hi(Guus + Uzer) + 4h2u2 — ha(2u + zur) — 0 (3.16) 


JEP, hi = hit) ha = holt), ha = ha(t) 为 t 的 任意 函数 . 
设 (3.16) 的 解 的 形式 为 : 


u = Tex + Ëss +u (3.17) 


将 (3.17) 代入 (3.16) 得 : 


h (GO 6f" ")95 + h(00f (9 + 18/7? 1 BI E Jegen 
HE” pi + 6f! fl"higtesss  18f' hn ege + 1f" higz, 
110 ET weieen + Af" ha? — eha f"; + 6h fugi) 2f prpat 
+f" pipar + Gf P hipsstuzz + Of hiprzprrr + 0f bi fe Vasen 
412 f" bauen — 2f" hap? — Ap f" haetten  18f " hiuigatas 
46f"hiuisq) + (Prat + hipsz + Aaen — Jas 一 Thapzz 
—zhapzzz + 6hivipzzz + 6hiuizprz)f’ + un 
十 Pi(uizzz + 6u1uiz) + 4h2u1s — ha(2u1 + Tuir) = 0 

(3.18) 


S p5 的 系数 为 零 得 : 
f=2lny (3.19) 
将 (3.19) 代入 (3.18), 并 令 f", f", f', f£ 的 系数 为 零 得 到 下 列 方程 组 : 


Prt + hiezzzzr 十 Ahoqzz = Tha 一 haa 十 6hiuizz 一 0 (3.20) 
Pr pt + dhipr prrz -3hw?, Aha? —zhaq +6hiuips = 0 (3.21) 


ui + hi (6u1u1x 十 Uirzz) + Ahouig 一 ha(2u1 十 Tuir) =0 (3.22) 
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其 中 wo,ui 满足 (3.20)~(3.22)， 利用 (3.20)~(3.23) 可 推出 (3.16) 的 
Lax X}. 由 (3.21) MI ye 然后 关于 m 微分 1 次 , 并 利用 (3.20), 再 令 
Pr 一 yY? 得 : 

(Ves + V) u Wr 


Veg + uiv i Y (3.23) 


所 以 
d + ti = MY (3.24) 
在 (3.20) PS px = v? 并 用 (3.24) 得 : 
pe = (hiia + 3ha)y 4 Le, — 2h (u1 + 2A) — Aalt, (3.25) 


于 是 (3.24).(3.25) 便 构成 变 系 数 KdV 方程 的 Lax 对 . 
对 (3.20) AT r 微分 1 次 并 取 o = par, 则 有 


oi + [hA (D? + burr +6) c 43D — ha(2 - zD)e =0 


Joh D = 2. WR o 为 变 系 数 KdV 方程 (3.16) 的 一 个 对 称 . 由 
(3.24) DI äi, 


Bo = (D? + 4u + äu, D 1)o = AA 
所 以 更 为 (3.16) 的 强 对 称 算 子 . 


3.2 WAA] Bäcklund 变换 


导 找 带 参数 的 Bicklund 变换 有 助 于 我 们 发 现 非 线性 发 展 方程 解 
的 全 加 方法 、 无穷 守 恒 律 等 和 有关 问题 , 如 何 找到 这 样 的 Bäcklund 变 
换 呢 ? 下 面 给 出 了 一 种 求法 , 其 基本 思想 是 : 

设 非 线性 发 展 方程 


TUR = F(w) (3.26) 
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的 Bäcklund 变换 为 : 
ut = f (U, V, Uz, ves) Ve = g(u v Uz, Ua) (3.27) 
4 
u= wtu, v = w w 
w, w 为 方程 (3.26) 的 解 , 即 
wu = F(w) w = Fw’) (3.28) 


将 (3.28) 式 中 两 式 分别 相 加 和 相 减 得 : 


uu = P(u,v), vu = Q(u, v) (3.29) 
共 中 
Pu v) = F2) + F5) Qo) = F3) - pt 


线性 偏 微分 方程 组 , 由 此 求 出 fg, 就 得 到 带 有 参数 的 Bäcklund 变换 . 
例 3.2.1 考虑 Benjamin 方程 


hu + q( 2). 十 rphxzzzz 王 0 (3.30) 


这 里 gr 为 常数 . S h= wz 代入 上 式 , t: 


Wit = —2qugWsy 一 TOzzzz 
由 (3.29) Ait, 
UTI -q(u,ug, VVar) 7 TUxuxx (3.31) 
Uu — — ql 到 xDxx Tg.) 7 UU 4xx (3. 32) 


令 (3.30) 的 Bäcklund 变换 为 
Ut = OUgs + f(u, v, us) (3.33) 
v, = Buzz  g(v. U, us) (3.34) 
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则 
Utt = le GE t (afu, 十 Qv, Miss 十 OGv, v, v2. 十 (2aguv。 Us 十 Ou 

T 20guv Ua Us 十 of, Wäiss 十 ( M T augu 十 OË iss 十 20guvtiz Ug 
该 式 与 (3.31) 右边 比较 Usser Voze, UII Uze Vas 的 系数 分 别 有 


a = -r,«fu, + agv, = 0,o9go, v, — U 
20 vv, Us 十 ago + 20guv, Us + Qfu = —qUx 
2 Top, Bf, = -quz 
2aguvtx Us 十 guvu? + ffutgfvtt fu fu, ux 
T fa, futz + ogosvd = 0 


(3.35) 


同 理由 (3.32) (3.34) 计算 出 va 并 与 (3.32) 比较 可 得 下 列 方程 组 


OT, 十 dv.) — 0. OI =0 

28 fuus ux + Bfu t+ Hl, vs + Pgv = -4e 

B funus + 20 De 十 II 十 99u 十 To, 
gogo, DT go, Juur = H 

g2 + agu + Bf, = -qua 


(3.36) 


解 方 程 组 (3.35)~(3.36) 得 : 
2 ^y P 
f= out oni £u? + Lë o + (-Sv-- 3)us 
glänzt, 
故 得 Benjamin 方程 的 Bäcklund 461529 


2 A gao 
Ut = QUrr + Go 十 2 ovd T v? 十 (2 ow? 十 EH BAUE 
r 3r 3r B 


v, = (Bu, + Zou — qu), 
利用 该 变换 , 我 们 可 得 到 Benjamin 7r FER dE P8 on Zi ox. 
W wo 一， 表示 解 wi 由 参数 的 Bäcklund 变换 作用 于 解 wo 


得 到 . 设 


yı 72 Y2 yı 
wo — wy —9 W3, Wo —9 Ww —3 W3 
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利用 Bäcklund 变换 的 可 换 性 得 : 


(wi = wo) = äis + wo)s + Säi — wo)? — yi (wi = wo) 


(w2 — wo): = [8(wa + wo)« + og wo) 


(ws — w1): = [8(ws + Wi)z + SU w1)? — Ya (ws — wi)]z 


(w3 — al = [B(tws + W2)z + 25 


分 别 将 前 - : 式 与 后 us. AURI TRHREDITUSE HEB XC 
w3 = [$ (wo —wi) +y ol (28(w5 — wi)e + (Y2 — 和 (wo — un) 
x (wo — wi — w2) + yi (2 — wo)D(t)) 
其 中 D(t) ERT t 的 任意 函数 . 
1j Bäcklund 变换 有 关 的 荔 一 个 问题 是 无 穷 守 恒 律 .将 4 = 2w—v 
代入 Bäcklund 变换 公式 得 


(w3 — w1)? — yi (wa — mail, 


vt = [78v + — yv + 28w,]; (3.37) 
28 
Y dY 2,:8 2,3 q 
Zw = QUss d- 094 "E | ar" Hap) ov? H RAR (3.38) 


^ 
x< 


oc 
v= M An" 


HEN 


并 代入 (3.37). EHE y MIKER Hu, 


fuc(-8fi—f2s (n=1) 
fu = 一 (一 D fuz 十 Ze 5 fifi — fni) (n > 2) 


i+j=n 


将 该 公式 代入 (3.38) 就 能 得 到 Aa 1,2, n) 的 递 推 公式 . 
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3.3 AKNS 方程 族 的 Bäcklund 变换 
设 给 定 等 谱 AKNS 方程 族 对 应 的 线性 问题 为 [外 


Pe = M(q,r,n)&. By = N(q rn (3.39) 
其 中 
Mior,nul = Nu , 
3.40 
N(g,r.m = A(q,r,m) B(q,r,m) (340) 
enn C(q.r,m) ~Alq, rn) 


HAERE N(qg rm) 的 元 A(q.r.m) 5 B(q.r.m),C(q,r.m) KEMEN 
的 n 次 与 nn 一 1 次 多 项 式 , 满足 边 值 条 件 


A(0.0, n) = BET B(0,0,5) = 0,C(0.0, D (3.41) 


又 给 定 与 (3.39) 有 完全 相同 的 形式 但 位 势 为 (4%.v) 的 线性 问题 


V. = M(u,v,1)V, V, = N(u,v,n)V (3.42) 
其 中 
M(u,v,g) = (2 " 
oon (3.43) 
Nu, v.) = A(u,v,u) B(u,v.m) 
onn C(u,v,m) —A(u,v, nl 
现在 要 确定 关于 n 是 线性 的 规范 变换 
ven b ) (3.44) 
c n+d 


使 线性 问题 (3.39) 化 成 (3.43)， 容 易 验证 当 变 换 (3.44) 将 谱 问 题 
(3.39) 化 成 (3.42) 时 , BHR T 满足 关系 式 


T, = M(u,v, T — TM(q,r.n) l (3.45) 
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由 此 推出 
u-dq 十 2b, U-—r-— 2c, Qr = uc— rb (3.46) 
b, = ud — qa, €x = va — rd, dy = vb — qc 
由 (3.46) 得 
ar = qc — rb + 2bc. b, = qd — qa + 2bd (347) 
Cy SrA — rd 一 2ac, dz —qb— dc 一 2bc 
xxu RM T 的 各 元 素 obe 及 d 所 满足 的 方程 . 从 其 可 得 
at+d=—h-—k. @ +be+ (h+ k)a= —hk (3.48) 
RPh 及 kk 是 与 t 及 7 无关 的 不 同 常数 . 令 
$21) . 
dU (3.49) 
dea 
则 线性 问题 (3.39) 可 以 写成 与 之 等 价 的 Ricatti 形式 
— ` u 2, 
Orl) =r + 25n0(n) — ol" (1) (8.50) 


h0) = Cla, rn) — 2A(q. n, 0)001) — Bla r, 98? (0) 
ii EE T 的 元 素 op AK e 可 以 分 别 表 本 为 
~ k6(h) — h(k) h—k k—h 


a = 


a (h) OR) GR) 80 eg 90) (51) 


REAA y= h Ik Hy, mp T 的 行列 式 为 零 , 所 以 相应 的 两 
个 变换 式 


ala (h) = (h + old (h) + balh) 
walh) = chi (h) + (h + d)ós(h) 


是 线性 相关 的 . 故 存在 常数 a, 使 得 


(3.52) 


polh) = eu (h) (3.53) 
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将 此 相关 式 代 入 谱 问 题 (3.42) 并 利用 位 势 立 与 v 的 任意 性 知 vi (A) = 
0, 于 是 (3.52) 可 写成 
a + bO(h) = —h 


E k fh XE 
a 4- bo(k) = — 


这 样 可 以 解 得 a,b, c 的 表达 式 . 变换 (3.44), 当 谱 参数 7 与 时 间 上 上 无关 
时 也 将 (3.39) 的 时 间 发 展 式 化 为 (3.42). 事实 上 , 从 (3.44) 与 (3.39) 


得 
iy = N(u v.a, N(u vq) = (TN(G mm) ITT (3.54) 
若 设 


N (u,v,n) = EI (uv vn) (3.55) 
C(u,v, n) —A(u,v, 1) 

则 (3.42) 与 (3.52) 的 相 容 性 条 件 给 出 A, B,C 满足 零 曲率 方程 . 利用 

公式 (3.51) 和 (3.50) TH Å, B,C 各 是 谱 参 数 7 的 m 次 与 n 一 1 次 

多 项 式 且 在 r 趋向 于 无 穷 时 ,bc 趋 于 零 的 条 件 下 以 及 它们 所 具有 的 

边 值 条 件 (3.41), 有 结论 


Ñ (u,v, n) = N(u,v,m) (3.56) 


所 以 我 们 有 

定理 3.3.1 ” 设 给 定位 势 (q,r) IMA (u,v) 的 线性 问题 (3.39) 
与 (3.42), 则 存在 Darboux 变换 (3.44), 将 (3.39) 化 为 (3.42), 其 中 
变换 矩阵 工 的 元 素 a b.c d 满足 方程 (3.47)， 如 果 gn) 与 9(k) 由 
Ricatti 方程 组 (3.50) 所 确定 , W a, b, c 可 以 表示 成 显示 (3.51), 而 从 
线性 问题 (3.39) 所 生成 的 等 谱 AKNS 方程 族 的 Bäcklund 变换 为 


h—k 六 一 无 
“Ita on = r+ 8 60) (3.57) 
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zb (3.39) 的 时 间 发 展 式 的 矩阵 元 4, B, C 是 按 7 的 负 究 展开 时 , 此 定 
ERO £t ie D A vr. 
利用 公式 (3.57), 我 们 能 得 到 修正 KdV 方程 族 ,Sine-Gordon 7j 
程 族 ,KdV 方程 族 与 非 线 性 Schrödinger 方程 族 的 Bicklund 变换 . 
如 果 7 = o, 则 奇数 阶 AKNS 等 谱 方 程 族 约 化 为 等 谱 修 正 KdV 
HFE B. Ricatti 方程 族 (3.50) 化 为 


d, (1) = 2n0(n) + «(1 — 6?(n)) 
din) = C(a.a.m) — 2A(g, q. m6 (n) — Big, a, m6? (n) 


因为 当 A(q. quu), B(q, qm) 及 C(q, quu) 换 成 具有 相同 边 值 条 件 的 
— A(q. q, —1), C(q, q, 一) 及 B(q.q, ai 时 零 曲率 方程 不 变 , 所 以 应 有 


(3.58) 


A(q,q,m) = —A(q.q, —") 
Pio, oa = C(q,q, =n) (3.59) 
C(9， q, n) = B(q, q, —n) 

而 Ricatti JFE (3.50) ff]fff "4 y = xh 时 有 关系 式 

1 
TEHE k = —h 时 ,(3.57) 约 化 为 
4nh9(h) 
1— 92(h) 


u=v=q+ 


借助 (3.58), 此 等 式 可 写成 
u = —q + 2[arctanA0(h)];. 


这 就 是 等 谱 修 正 KdV 方程 族 的 Bäcklund 变换 . 
如 果 7 = —q,Ricatti 方程 (3.50) 约 化 为 


bz(7) = 200(n) — «(1 + 6? (n)) 


(3.61) 
dito = Clq, ^q.) — 2A(g, —,n)8(n) ~ Bla, ~q, 8? (n) 
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共 中 系数 Alq, ant, B(q, -q.9) X Cla, —q, n) 具有 不 变性 质 


Alq, —4,9) = —A(q. -q. —1) 
C(q, 一 49) = —B(q, oul 


HIERZ 0(—h) 与 O(h) RRRA 
1 


(—h) = B (3.63) 


(3.57) 约 化 为 
4h0(h) 
1 4- 82(h) 


u D 
借助 (3.61), 此 等 式 可 写成 
u = ~q — 2(arctanh0(h)); 

RAT K E KdV 方程 族 的 Bäcklund 变换 . 在 此 公式 
中 以 全 代 zs 特别 得 到 Sine-Gordon 方程 Bäcklund 变换 其 中 0(5) 
满足 Ricatti 方程 族 

6.) = 206) — gie 

ADE: a; cosq0 (n) 十 a; sing(1 — 6? (n)) 
WME q= 1, 并 以 -7 r, 则 奇数 阶 AKNS 等 谱 方 程 族 约 化 为 等 谱 修 
iE KdV 方程 族 昌 Ricatti 方程 族 (3.50) 化 为 


(3.64) 


0.(]) = =r + Zut) — €? (n) (3.65) 
b(n) = CA, =r, n) - 2A(1, =r, n)0(n) — BC, =r, n)0? (n) 


IR k = —h, 由 (3.48) 得 a = —d, 于 是 (3.47) 写成 
b, = —2a(1 + b) 
由 此 推 知 5 —1, 将 其 代入 (3.51) 有 


(hh) 6(h) = —2h, a — 0(h) — h,e = &(h)((h) — 2h) 
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所 以 (3.46) 化 成 
u = —1,v = =r — 20(h)(0(h) — 2h) (3.66) 


RA AC 1, n), -B(- 1r) & -C(-1,r, n) 换 成 具有 相同 边 值 
条 件 的 AQ, =r, 0) DU, =r; 9) & CO, =r, ui 时 零 曲率 方程 不 变 , 所 
以 应 有 

A(—-1,r,9) = A(1. —r, m) 

B(-1,r,3y) = -B(1,—r,m) (3.67) 

C(—-1,7,9) = —C(1, —r, n) 


从 而 推 知 (1 —r) 与 (-1,r) EK (—1,v) 满足 同一 方程 , 因此 (3.66) 是 
等 谱 KdV 方程 族 Bäcklund 变换 . 

如 果 7 = a. 则 奇数 阶 AKNS 等 谱 方 程 族 约 化 为 非 线 性 
Schrödinger 方程 族 且 Ricatti 方程 族 (3.50) 化 为 


0.(9) =q" 2960) -4P m) —— 
dai = Ciao, ui — 2A(q. gq,n)0(n) — Bio, a*,0)0? (m) 


IESEL IRAE TIE, 有 


A* (q, q*, ON = —A(q*, q, =n), B* (q, KN ") = Clg, q', =n) ( 
C* (9， EN ") 一 B(q. HN —) 
于 是 (3.68) 的 解 满足 关系 式 
1 
bl-n) = —— . 
(=n) FG) (3-70) 
在 公式 (3.51) HR k = —h* 时 , 代入 上 式 给 出 
h + h*6(h)8* (h) 
1 6(h0* (h) 
_ (h+ h*)8" (h) 
= Y- é(h)6*(h) 
(h + h*)8* (h) 
1 -6(h)0*(h) 


(3.68) 


3.69) 


a = 


(3.71) 


74 孤立 子 理论 与 可 积 系 统 


(3.57) 约 化 为 
u = v* =q 2lhth) ` 
1 — 6(h)8* (h) 
这 就 是 非 线性 Schrödinger 方程 族 的 Bäcklund 变换 . 
如 果 7 = -9*， 则 奇数 阶 AKNS 等 谱 方程 族 约 化 为 非 线性 
Schrödinger 方程 族 且 Ricatti 方程 族 (3.50) 化 为 


和 (7) 


be(n) = —q* + 2n6(1]) — 48? (n) 
6,(n) = Clq, —a*,0) — 2A(g, —9*,1)0(9) — Blg, 4*8? (n) 


由 零 曲率 方程 的 不 变性 与 相同 的 边 值 条 件 , 有 


A* (q, —q^. 3) = —A(q. 一 0 一 7 
B*(q.—q' 3) = -C(q, wh (3.73) 
C*(q. —q* ow) = —B(q, on 


T (3.68) 的 解 满足 关系 式 


(3.72) 


1 
0(—n) = SCHER (3.74) 
这 种 情形 对 应 的 非 线性 Schrödinger 方程 族 的 Bäcklund 变换 为 
u= 20 P) oih) 


MERETI 


3.4 Bäcklund 变换 的 WTC 方法 及 其 改进 


Weiss, Tabor 和 Carnevale 对 偏 微 分 方程 给 出 了 Painleve 性 质 的 
白 然 推广 (简称 WTC 方法 ) , 他 们 的 方法 引出 内 涵 丰 富 的 形式 , 由 此 
大 们 可 以 导出 Bäcklund 变换 和 Lax 表示 等 

WTC 方法 是 设 非 线 性 演化 方程 


ut = ET (3.75) 
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的 解 ulz, t) 在 流 形 B(x,t) 20 LAF, 在 更 = 0 的 邻 域内 构造 (3.75) 
的 解 


1 ; 
ulz. t) = qa ow tD (3.76) 


其 中 , o DU IE CRGO, us (m. 0). 为 解析 函数 , 将 (3.76) 代入 (3.75) , 对 
7 二 0,1,2,.… 确定 a Mu 的 递 推 关 系 . 通过 截 尾 可 得 Bücklund 4E 
fe. 将 此 方法 作 进 一 步 改进 . 
设 (3.75) 的 解 具 有 如 下 形式 
u= va Tu (3.77) 
Orn 
Uhu 39 (3.75) KAR SO 为 待定 函数 ,a 为 正 整 数 . 
1) 通过 比较 , 使 更。 出 现在 有 关 的 最 高 导数 项 中 与 出 现在 有 关 
u 的 非 线性 项 中 的 最 高 次 蝴 相 同 , 可 确定 出 a. 
2) 将 (3.77) 代入 (3.75) , Së, 最 高 次 宕 的 系数 为 0， 可 确定 
FS). 
3) 4 了 的 各 阶 导数 的 系数 为 0, 可 得 到 e. 应 满足 的 相 容 条 件 . 
经 过 上 述 步骤 即 可 确定 Bäcklund 变换 , 这 种 方法 非常 真 观 、 白 
JR. 绕 开 Painleve 质 性 进行 递 推 关系 和 截 尾 讨 论 . 
下 面 通过 应 用 于 儿 个 落 名 的 方程 加 以 说 明 . 
fi 3.4.1 Eu Burgers 方程 


了 十 tx — On = 0 (3.78) 
设 其 解 具有 如 下 形式 
ucc Z va -F uile, t) (3.79) 
Oz? 


比较 使 再。 出 现在 uus 与 -Ouan fd ORA, 可 得 a = 1, fx 


u = dE + ulz, t) (3.80) 
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将 (3.80) 代入 (3.79), 整理 可 得 


Ut mme 一 Guaz = (f' f" of Wir (fub, 
+f?B Bar + uf’ 92 — 3o f",0,,) + (Prr + Uire (3.81) 
Fui Ps e ob, lf RE (uit Tuus 一 OU1zz) 一 0 


ES 
FE” of" =0 (3.82) 
解 之 得 
f = -2cln6 (3.83) 
从 而 
f? Ze (3.84) 


将 (3.84) 代入 (3.81) 并 利用 (3.82) , 得 
Ut 十 Hits — Gite = (iPr + u19? 一 oPrBzrz)f” 
+ 起 (Be + nu, Prr) f! + Uit H uiuis — Curr = 0 
A fU, f£" 的 系数 及 ui 的 函数 组 合 项 为 0 , 得 
Bi (Bi 十 nu, — 00,,) — 0 
# (Pt 十 uir 一 od! 一 0 
Uit Luis — OUr = 0 
34 wl D 时 , 得 到 Cole-Hopf 变换 u = -20 —. 
. P, 
74 wl db DI. 得 到 Backlund 变换 u= -2073 4$. 
fj 3.4.2. 考虑 KdV 方程 


Ut + Uug + OUrre = 0 (3.85) 


第 三 章 Bäcklund 变换 及 有 关 问 题 77 


设 其 解 具 有 如 下 形式 
u = f"9? + fOrs ul (3.86) 


将 (3.86) 代入 (3.85) , 整理 可 得 


up un, 十 Guana 一 (jj o f 999 + (3 PO, 
HEF D Dor + 10O GEN ee E 
H3S f DD, + Pius éi + 150 f" ,02. + 100 f”? rrr) 
2f", rt + f"b,,, + f"uj, 2 + f^ Oui. 
T3f"ui,9,, 十 100 db Brrr) + 0 f" (Pi iris) 十 (中 zzt 
十 ?01z 下 zz + UrPrre + Bassel f + (Ut + uius + Ouisss) = 0 


(3.87) 
4 
ff" -cf =0 (3.88) 
解 之 得 
f = 120In® (3.89) 
从 而 
PP = 20 f®, f! f? = — Ae f? (3.90) 


FI" 一 一 6a f”, f? 一 —12oc f" 
将 (3.90) 代入 (3.87) 并 利用 (3.88) , 得 


Up Uur 十 Guzzz = (2P: 十 4o? Prrr 一 Ze + ui) f" 
+(2B7 Bz 十 下 :zz 十 D — Led, en + 3u1 d Brr 
4100, dn + Bob, f" + (Port + Ur Ban dui een 
oe f + (Uit t+ Ur d guias) = 0 

(3.91) 
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4 [7 P" P! 的 系数 及 域 后 括号 为 0, 得 


Bi (Br B+ 4o Br d — 3c02, + u2) = 0 
Pr (Prt 二 Pyz + Orrez) + A (b, b, 十 Jerch Brrr 
—30B2, 4 u102) = 0 (3.92) 
AC 十 HIE 十 oPrrrz) —0 
vu Fis c Uis. = 0 
将 (3.89) 代入 (3.86) , 得 Bäcklund Je Hh 
2 
Or? 
共 中 GB,w 满足 (3.92). 从 (3.92) 解 出 ©, . 再 对 m 微分 . 并 令 0, = v, 
可 得 Lax Xo 


Ind + u (3.93) 


u = 120 


| Beien + uv = An (3.94) 


20, 十 Wiur + ÀUg + 200544 — 0 
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本 章 中 我 们 主要 讨论 利用 古典 Lie TERIJES Lie 和 群 约 化 ODEs 
和 PDEs 的 基本 思想 , 特别 是 利用 Bäcklund 变换 思想 求解 非 线 性 发 
几 方 程 的 相似 约 化 (相似 解 )， 此 外 , keck 方法 作 了 进一步 推 
). 可 求 得 比 用 CK 方法 更 多 的 相似 解 , 并 用 非 古 典 Lie 群 法 予以 验 
HE. 
4.1 古典 和 非 古 典 Lie 群 法 

利用 十 典 Lie 群 方法 已 经 成 功 地 构造 了 常 微分 方程 的 解 通过 
Lie 群 算法 可 找到 给 定 ODEs 的 无 穷 小 变换 ;对 于 确定 的 变换 Lie R. 
可 找到 它 所 容许 的 最 一 般 的 ? 阶 的 ODEs. 利用 古典 Lie RER ODEs 
的 解 可 机 械 化 处 理 , 李 志 斌 教授 已 成 功 地 编制 了 计算 部 分 微分 方程 行 


波 解 的 算法 程序 , 对 此 这 里 不 再 蒙 述 . 
对 于 有 阶 偶 微 分 方程 


F(x,u,ui,: ug) — 0 (4.1) 
其 中 了 = (t1, za) au 分 别 为 自 变量 和 因 变 量 ,wj Au 关于 zz 的 所 
CERAN EE CODE E 
Oy 
Ózi, $t OTi; ` 


Uire ij T 


方程 (4.1) 可 看 作 空间 (n, usus. ,uk) 中 的 一 个 曲面 . 
定义 4.33.1 #HH (41) 是 单 参数 Lie 变换 群 


z* = KIr,uel (4.2) 
u . 


的 大 次 扩张 变换 群 的 不 变 曲 面 , 则 称 方程 (4.1) 关于 Lie 变换 群 (4.2) 
趾 不 变 的 或 称 方程 (4.1) 容许 Lie 变换 群 (4.2). 
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1j ODE 情形 类 似 , 方程 (4.1) 关于 Lie 变换 群 (4.2) 是 不 变 的 等 
价 于 方程 (4.1) 的 所 有 解 族 在 Lie 变换 群 (4.2) 下 是 不 变 的 . 若 方程 
(4.1) 关于 Lie 变换 群 (4.2) 不 变 , 则 称 (4.2) 为 方程 (4.1) 的 对 称 群 . 
这 里 规定 对 重复 指标 求 和 . 设 
à ð 
X = &;(z, rs 十 nz. u)3- 
是 Lie Et (4.2) 的 无 穷 小 生成 元 , 共 次 扩张 记 为 
ATI — At n (x, u, u) Tte Biel (X, U, 21 u) Bi " 
PDEs 不 变性 准则 :， ” 偏 微分 方程 (4.1) 关于 Lie 变换 群 (4.2) 
不 变 的 充分 必要 条 件 是 i 
XU) F(x, um, uk) |F=0 = 0 (4.3) 


EN 4.1.2 Pu — 6(z) 是 方程 (4.1) XT Lie 变换 群 (4.2) 的 


i) u = 0(z) 是 方程 (4.1) 的 解 ; 
ii) u = 0(z) Æ Lie 变换 群 (4.2) RAS e h, HI 
GE = n(x, &(z)) (4.4) 
(4.4) 称 为 不 变 解 的 “不 变 曲 面条 件 ”, 不 变 解 也 称 为 相似 解 . 
定义 4.1.3 设 


n 9 TL Ó 
Xa = 2 foie Xo = 2 o 


Fk Xa, Kal 为 Xa Xo 的 变换 元 , H [Xa Xa] = Xa Xa — XaXa. 
Lie 和 群 第 - -基本 定理 
设 Xa (a=1, ,7) 是 7 个 参数 的 Lie 变换 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 
对 于 任意 的 8.y. 都 有 
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其 中 es, 称 为 结构 常数 
定义 4.1.4 BLEJ R 上 的 线性 空间 , ELLE -元 
运算 
LxL- L:(uv) [uv] 
满足 : 
i) 双 线 性 性 : FEX] u,v, w € L,a,b e R, 4 


[au + bv, wl = afu, w] + bla, w], fu, av + bw] = a[u, v] + b[u, w] 


ii) 反对 称 性 : [u,v] = -—[v. uj 

iii) Jacobi 恒等式 : Uu, v], w] + [v, w), u] + [[w, u], v] = 0, DIS L 
为 R 上 的 Lie 代数 . 

范 恩 贵 教授 在 其 博 十 毕业 论文 是 中 , 给 出 了 一 个 典型 例子 一 一 
耦合 可 积 无 色散 方程 的 无 穷 小 生成 元 、Lie 代数 结构 及 其 相似 解 , 这 
里 就 不 在 举例 说 明了 . 

对 于 用 非 古 典 Lie 群 方法 约 化 PDEs, 我 们 通过 一 个 具体 例子 加 
以 说 明 . 

例 4.1.1 ”考虑 著名 的 热传导 方程 


o —0,, = 0 (4.5) 
d TES 
x'-— x'(r.t,uig) 
t =t (x,t, u: £) (4.6) 
u’ = w(z,t,u;g) 


根据 (4.6), BMH u = 0(m t) — w = 0 (x,t). 我 们 先 考虑 (4.6) 
的 无 穷 小 变换 


t =t+eT(x,t,u) + ole?) (4.7) 


TX — rt € X (x, tu) 十 o(e2) 
w = UteU (xr.t,u) + o(e?) 
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则 由 不 变性 准则 知 : 
(x +eX,t+eT)= 0(2,t) +eU(z,t,0) ois 


展开 上 式 并 令 ole) 项 系数 为 0 得 : 


0 
X (z, t, dE + T(z,t, dE = U(xz,t,8) (4.8) 


根据 (4.7), 有 


0 (a! t) = 0(7.t) + EU (x,t, 0) + ole?) 


求 导 并 合并 同类 项 后 得 
RI 2 2 
2 0, + elUs + (Un = EE 

9?! 

ES 一 H. 十 ell T (2Uzu 7 KL = T6: 十 (Uuu 7 2X44)02 
—Tz40,01 一 X402 一 T0620, 十 (Uu 一 2Xz)0zz KEIER 
—3X,0,,0, TA — 2T,040.] + ole?) 

DO/ 2 2 
Em = 0, elt + (Uu — Tal — X0 1,02 — X4,0401] + ole) 
因 0 (a! t) 也 是 不 变 曲面 解 , 所 以 有 
op mg ` 
Ot ar2 — 
TE 


00 og 00 e 
zu ane pa Bg 806 Ure UG = X 7 2.8. 


(Tas 十 Uu = T1)6: 十 (2Xzu = Uuu)? + 2T m KB 
—T,02 + Ruff + 14,020, + (Xs a an + 2TrOrt 


3X, 05405 + TË fl + 2,0::0.] + ole’) (4.9) 


第 四 章 非 线性 发 展 方程 的 相似 约 化 83 


对 (4.8) RE T #0, HEFER 


X oU ay 
则 不 变 曲面 条 件 化 为 
0, =U — X6, (4.10) 
对 (4.40) XT r 微分 得 : 
0, = (Uz — XU) + (Uu — X, + X2)0, AE (4.11) 


利用 (4.10) 和 (4.11) 3X,(4.9) 式 的 右边 可 化 为 关于 0r HEKER, 令 
各 客 次 的 系数 为 0 得 到 如 下 的 非 线 性 超 定 方程 组 


As 0 (4.12) 
Uuu - 2X, 2X X, —0 (4.13) 
X,-2UX,42U,,— Xer 2X X, — 0 — (414) 


U,, — 2UX, - U; = 0 (4.15) 
对 (443) 关于 微分 1 次 , 对 (4.14 ) XT u 微分 3 次 , 则 有 
Uuuu + 2X4, Xau = 0, U uu Au — 0 
再 利用 (4.13) 则 知 : 
Uuu — 0, X, = 0 
U = uC(r t) + D(z,t), X = A(z,t) 
根据 (4.14) 有 


A: + 2AAs — Arı CH (4.16) 
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根据 (4.15) 有 
Ci — C, 2A,A— Ass = 0, Di — Dirr +2AD=0 (4.17) 
W A = 2o, 代入 (4.16) 有 : 
C = Prr — pt — 29; + M(t) 
车 M(t)=0, 则 由 (4.17) 知 : 
Wanns "` Duas ~ Hprprrr — Bes pat t+ Aat 
十 8puzp2 十 pt + hprprt = 0 


"eus = 0 时 , 就 约 化 为 古典 情形 的 结果 了 . 如果 C = 0, 则 
(4.17) 就 约 化 为 Burgers 方程 . 设 4 = H, 其 中 H 是 热 方程 的 一 个 
解 , 则 可 证 明 相 应 的 解 满足 关系 0, -= H. 一 般 米 说 , 非 古典 Lie PR 
比 占 典 解 更 一 般 化 , 因此 求 非 线性 PDEs 的 非 古典 解 显得 更 有 意义 . 


4.2 “利用 非 线性 函数 变换 约 化 微分 方程 
范 恩 贵 教授 、 张 鸿 庆 教 授 巧 妙 地 利用 齐 次 半 衡 法 求 出 了 一 大 批 非 
线性 发 形 方 程 的 相似 约 化 , 可 是 有 些 方程 直接 利用 这 种 方法 无 法 约 化 ， 
还 需要 作 一 个 恰当 的 变换 . 
例 4.2.1 ”考虑 Boussinesq 方程 
du = Qes + 3C )tt + Gazza (4.18) 
4 q = uz 代入 (48) 得 : 
Utt = Ugy 十 Dinis 十 让 zzzz (4.19) 


对 于 (4.19) MR, 令 非 线性 函数 变换 为 : 


u= f'(p)es t v (4.20) 
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ILP v = v(x, t) p = weit, 为 待定 函数 . 将 (4.20) 代入 (4.19) 得 : 


(SO A of" "gh  (10f0 18/2 + 6f f). 
H15f" p.p, + 10f" perz + 6f" pXv, t+ fà — Pei, 
十 6j folo. -18f' f" Papar + Uf" prrprrr + 5f" PrPprrr 
6f" G2vzz + 18f"pzpasvs + 3f" prprr — f" Qus — 2f" prprt 
十 6.P/2pzzprzz 十 f'(pzzz + vil + 6f pistas d Gf frrrvr 
— ang t Users F Ure d ÓUoUs s — Vit = 0 
(4.21) 


为 了 使 (4.21) 是 关于 f (eo) 的 常 微分 方程 , f(y) Dt Ar 
系数 比率 必须 是 p 的 函数 . 因此 可 设 


piprz = Parle) (4.22) 
159:92, + Iess + 6p2vz + PE — (rx = parap) (4.23) 


6p2 Wenn + 189,02 = Pals (P) (4.24) 


tO0PrrPrezr + 5PrPrrrr + 62g 十 UE LE 


: (4.25) 

osse — Qus — Pipet = qao) 
Prrr 十 5x 十 OPrrVrr + Dunn — utt = Telp) (4.27) 
Vzzzz 十 Vzz + Die Des 一 Un = weist) (4.28) 


其 中 Ti(o) 为 待定 函数 . 为 了 解 (4.22) (4,28), 有 一 个 自由 度 可 供 选 
PE, 为 固定 之 , 可 采用 如 下 的 规则 . 
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规则 1: E p(x,t) 是 由 方程 Q(y) = Qol, t) 确定 , 其 中 PPp) 是 
TEDAR, 则 可 取 Q(y) = 2( 作 变换 o 一 071(9)); 

规则 2: WR v = volz, t) + D oto) 则 可 取 O0 = 0( 作 变换 
一 了 一 人). 利用 以 上 -个 规则 , 解 方程 (4.22)~(4,28) 得 : 


rip) = Va(o) — Tale) = Us(o) — Pe(o) —0 
A0? 
T2(P) = 4:T7(P) = EUN D 一 gr 二 
于 是 我 们 得 到 (4.19) 的 相似 解 为 
| (our th x 4027 


EST E D 6 


ER u 关于 z 求 导 就 是 (448) 的 相似 解 , 其 中 0 = ott ao, 0 = 


| 


u=0f(0)+ 


fo 4" 6f" f" + Af" + 4a;b, 87? — 
3 


W fle) = yGo), 则 我 们 得 到 (4.19) R55 — AHNE: 


(abb) e, Aeiot + ao)? 
1ëäoiiout Loo 6 6 


u = (ayz + ao)y(e) + 


这 里 y(P) 满足 


Aajb 
) + 6y'y" + Ay" + E 1 Cait + ao) ? = 0 
该 方程 是 一 个 Painleve IV 方程 . 


4.3 ”直接 约 化 法 及 其 改进 

我 们 知道 , 利用 二 典 和 非 上 右 典 Lie 变换 群 法 约 化 偶 微 分 方程 虽然 
有 效 , 但 是 涉及 到 大 量 的 繁杂 计算 , 并 且 不 能 得 到 尽 可 能 多 的 相似 约 
ik. 最 近 ,PeterA.Clarkson 和 MartinD.Kruskal 发 现 了 直接 约 化 方法 
(CK 方法 ) 这 种 方法 不 涉及 群 理论 , 计算 量 少 且 可 得 到 Lie 群 方法 往 
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往 得 不 到 的 新 的 相似 约 化 形式 , 是 约 化 方程 的 有 效 工具 , 用 这 种 方法 
可 处 理 一 大 批 非 线性 PDEs. 

CK 方法 的 一 般 步 骤 是 : 对 于 非 线 性 PDEs, 比如 -个 白 变量 的 
PDEs 


F(u, Uz, äu, lz DU (4.29) 
可 以 证 明 导 找 如 下 形式 的 约 化 
u = a(z. t) + 0(r.t)w(z) z= z(x,t) (4.30) 


将 (4.30) 代入 (4.29), 然后 将 w(z) RAH n] E RFE A UOCE E 
其 导数 由 o, B. 及 > 的 函数 构成 , 为 了 使 所 得 方程 为 w(z) 的 ODE, 要 
求 这 些 项 系数 之 比 仪 为 z 的 函数 , 于 是 可 得 到 关于 a,B,z 的 超 定 方程 
组 , 由 此 得 到 我 们 所 需要 的 相似 约 化 . 在 确定 o. 8, 时 , 有 三 个 自由 
度 可 选 , 为 了 确定 它们 , 可 采取 如 下 规定 : 

规定 1: # o(z, 0) = ao(z.t) + p(x, HNA), WR N = 0; 

规定 2: E B(x,t) = polz, t)Q(2), WR Q = 1; 

规定 3: 4 z(x,t) 由 Q(z) = zolz, t) 确定 , 其 中 Q(z) ng, 则 可 
取 Q(z) = zo. 

本 节 中 , 我 们 改进 CK 法 , 即将 (4.30) 式 改写 为 


h(u) = a(z,t) + B(zx,t)w(z(z, t)) (4.31) 


其 中 hlu) REX T u 的 任意 可 导 函 数 . 可 见 (4.31) 是 (4.30) 的 推广 形 
Es 
下 而 我 们 以 广义 Burgers 方程 


Ut Uy + Urs + h(u)us — 0 (4.32) 


为 例 说 明 我 们 的 方法 , 并 将 所 得 的 相似 解 用 非 古 典 Lie 群 方法 加 以 验 
证 . 分 - .种 情况 . 
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(一 ) zz #0 情形 . 将 (4.31) 代入 (4.32) 得 : 


Bz2wss + (Bza + 2B. z. + Dëse + ofze + Bzt)ws + B? z, ww 
Jul + (Ar + Baz + Bs + Bus + Bw + gn o Oe + Ges + QO 
= E (o2 + Bu? + P 22uw? + 204 Bw + 2o Bz,w, + 2B, ww.) 
(4.33) 


下 曾 考 虑 几 种 情况 . 
D) 对 于 任意 的 hu), WE I0, = f(w), 我 们 可 取 u =w, 于 是 
w(z) 满足 
was + ww: — f(w)w?-0 
该 方程 等 价 于 行 波 约 化 . 
2)0,8 人 至少 有 一 个 不 是 常数 , 设 


则 (4.33) 化 为 


In gaila + LWY] wz: + en, + (QBzs + Dëss + 20.2 
Lee + Dech, + BBsw? + (Bar + Bou + Br + Bi t+ ole )w 
Leo 十 az Loss F o ]? 

= |E obila + Dau lte? + 2o d,w + 2o D Sei, + P :2w2 + Bw? 
2008, z, ww, )? 

(4.34) 
(a) 如 果 oj = 0 (j = 0.12, m), Wap h = àu) KS 
数 .(4.32) 约 化 为 


Ug + Ug + Uzr + Àuus = 0 (4.35) 


是 一 个 广义 Burgers 方程 . 
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(b) WẸ m = n = 0,a Z Op = b = 1, — = 
-Ż In(u + k), 则 (4.34) 约 化 为 : 


B32w,, B z, ww; + Iolze + Dëse + Ale ze + Bzs + Bzt)ws 
BB. w? + (Brz + Arb -- o + Pr + Delt + e + Arr 十 aaz 十 at 
= ao(a2 + 20 Bw + 2o 2,w, + Alle Sei, + B2w? + 8?22w?) 
(4.36) 


我 们 用 w 的 系数 作为 规范 系数 , 并 设 


B2zr = B222T1(z), Bz 一 aof2 一 8? 32Y»(z) 

ole, + Haan + 20 zs + Bzr + Bz goe Bzz = 8? z2Ta(z) 

Bar + Ou + ABr + Br — Hotel + By = B? z2Ta(z) (4.37) 
ffz,— 2a0ßßBrzz = B222Ts(z), Bz2 = B?z3Te(z) 


Qs + Qar + 00 — ago2 + or = B?z2Tz(z) 


解 (4.37) 得 : Ti(z) = Ti(z) = Fr(z) = 1,T2(z) = T3 (2) = Ta(z) 
0,Te(z) = co. (4.32) 的 相似 约 化 为 : 


1 ^ 
— — ]n(u + k) 2 cot + w(z), 2 =£ + SIE Cat + c4 
ao 2 
w(z) 满足 ODE: 


2 
Wzzs 十 WW: — gw, 十 co 三 0 


h” Qa n ar 
(c) 取 om Un D Wis DESEN 设 a+g=0,g=0, 共 中 
ao bo w h” a 4 a 、 
= — 一 x 1 d 一 . : h= 5 Te (4.34 经 化 E 
ec gedo e has ga 5 p E hoo esu 0:34) 约 化 为 


Bz2w. 十 B? z ww, + (Bzrr + 20 zr + Bza + Bzw: + B8, u? 
+(Bzz + Be + Bi)w = (288, Seit: + Blw? + ?z2w?) 


a 
Bw(z) 
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类 似 于 (4.36), 我 们 有 
iz = ZG) hz, = 82z2T2(z), 
iz + 208,2, + B? Za + B? zi — 2aB Py zy = 8? z?Ts(z), 
B? Br = B*z2V.(z) 
BBzz + BB. + BB: — ap? = BP zz Ts(z) 
解 方程 组 得 : Fi(z) = Taz(z) = Ti5(z) = E Es(2) = z Datz) = 0. 
(4.32) 的 相似 约 化 为 : 


cur s = Ot)w(2).z = 0r 4 ett, 0 =0,0 0c 0-0 


其 中 w(z) 满足 ww + ww, + zww, + w? — aw = 0. 75 aed, 
h = cze*" D. (4.32) 的 相似 约 化 为 : 


cret = G(t)w(z), z(x, t) = (tr + olt), 0 — 05,0! — Ge 8 —0 
其 中 w(z) 满足 
ww, HWW 十 mmm, +w? — aw? 一 0 
C2) zx = 0 TRUE. 设 (4.32) 的 相似 约 化 为 : 
h(u) = alz, t) + B(x, t)w(t) (4.38) 
将 (4.38) 代入 (4.32) 得 : 


Bwz + (Bi + Br + Bre + Dog + eB, )w t ord Oe 
h" 2 2 (4.39) 
十 axz + O0, + PBe? = = 72 (a? + 204 B5 w + uc) 


为 使 (4.39) 是 关于 wlz) 的 常 微分 方程 , 我 们 可 得 到 如 下 三 类 相似 约 
化 : 


3) h(u) = tee .其 中 h(u) = Au. HU (4.32) £444,279 (4.35). 对 
此 上 而 已经 讨论 过 
4) h(u) — (t, 共 中 有 == 一 一 nl +k) w(t) 满足 
w- -u do -0 (4.40) 


G- r 
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5) h(u) = zw(t), 这 里 h(u) 由 积分 方程 确定 : 
hlu) 。， 
| e77 ds = àu + kon #0 (4.41) 


w(t) 满足 zw' +w + zw? — agw’ = 0. 
下 面 我 们 用 非 古典 对 称 Lie 群 方法 对 上 面 得 到 的 结果 验证 . 考虑 
单 参数 (e) 的 关于 Le, tu) 的 无 穷 小 变换 Lic Sr, 


$—rxceX(rtu)-4 O(e?) 
f=t+eT(zr,t,u) + O(z?) (4.42) 
ü =u + eU(r,t,u) + Ole?) 


ASIE BOUE II = DEET 十 Tæt + Ue tu) 
面 考虑 两 种 情形 . 

情形 1: T 关 0. 不 失 一 般 性 , 取 了 = 1, 对 (4.34) 应 用 非 古 典 Lie 
群 变换 群 法 可 得 下 列 决定 方程 组 : 


下 


Xuu = 0, Uuu = 2X X, 十 2X, = 2Xru + 2h X, 一 0 
—X, 4 2X,U 4 2U;4 — Aan (1 h) X; END — 2X X, = 0, 
U; + Uza  2U X, - (1+ B)U, 20 (4.43) 


直接 求解 (4.43) 并 个 容易 . 
G) RX = c= 常数 ,UV = 0, f 为 任意 , 则 得 到 1) 的 相似 约 化 . 
(i) HX A" = 0 Bl h = Au. W (4.32) 约 化 为 (4.35)， 相应 于 情形 
iH 1 t 
(ii) R h — —— In(u + k), X = ——.U = uc k, 则 它 等 价 于 相 
On On 


unn Lee, 则 它 等 价 于 相似 


情形 2: T = 0. 不 类 一 - 般 性 取 X = 1, 易 见 决定 方程 组 为 : 


U, + Un OH FUnU E À'U? E hU, =0 (4.44) 
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u 


t, RET DUE 3. 
(i) Mh = -> muk) U = PEEP, yere RH 


(v) 在 (4.44) 中 , Rh =u U=- 


4. 


(vi) 4 hu) WE (440), AU = e ** ， 则 它 等 价 于 相似 
约 化 5. 


第 五 章 ” 非 线 性 演化 方程 族 的 生成 及 
其 可 积 性 


本 章 主 要 介绍 非 线 性 演化 方程 族 的 生成 及 其 可 积 性 , 可 积 性 包括 
Lax 可 积 和 Liouville 可 积 . 本 瘟 主 要 工作 是 : 

(1) 利用 峙 格式 生成 新 的 Hamilton 方程 族 ; 

(2) &E Hi JE EEG RO INE HH GEL, 将 loop 代数 A. 上 的 导 格 式 推广 
到 loop 代数 Ayr LE, 得 到 了 含 多 个 位 势 的 Liouville 意义 下 的 可 积 
Hamilton 系统 ; 再 利用 高 阶 对 称 约束 , K TARAR Lax zs A 
IC Hamilton 结构 ; 

(3) AIF i so np BU A AREE, 即 从 一 个 等 谱 问 题 出 发 , 利用 峙 
格式 构造 一 个 新 的 可 积 系 统 . 为 了 求 出 吏 多 的 可 积 耦 合 , 又 分 为 .种 
情况 : 情形 一 是 等 谱 问 题 中 的 位 势 所 在 方 阵 之 迹 为 零 , 情形 - . 足 该 迹 
不 为 零 . 为 了 沟通 这 两 种 情形 ， 我 们 作 了 等 价 的 Lax 对 变换 , BIB E 
构造 一 个 恰当 的 变换 , 将 Lax 对 (C1, Di) 转化 为 Lax 对 {C2, Dz} H 
{C Di) 和 {C2. Do} 的 相 容 性 条 件 都 是 Au = 0. 


5.1 “可 积 性 与 屠 格式 
对 于 可 积 系统 的 一 般 理 论 和 方法 , 许多 文献 中 已 作 了 细致 的 概括 . 
为 使 本 章 系统 化 , 这 里 再 作 一 下 简单 重复 . 


5.1.1 可 积 性 
设 S IENE R LE Schwartz 空间 ,9p — 8958-89, 
u(x,t) = (ui (x. t), Utt ,up(r, t)) € SP. zt ER 


定义 5.1.1 XIT f.g € SP, 定义 共 内 积 为 


(f.9) = EZS = [x figidx 
i=1 
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定义 5.1.2 ”一 个 线性 算 子 了 = J(u): S? — S? 称 为 辛 算 子 或 
Hamilton 算 子 , W RIE: 

G) J* 2-—J, BI (If g) = —(f,7*9), 对 于 任意 的 f,g € 

GT (u)JF]G, H) + (TOOUIGIH. P) - C (u)JU]F, G) = 0, Bi 
Jacobi 恒等式 成 立 , 其 中 

Jo 由 = 二 7 
u es (ut+ef) -0 

为 Gateaux 导数 . 

定义 5.1.3 MEJ AFAT, 定义 Poisson 括号 : 


Usa o GL JS) 


车 {f,9} = 0, WEK f, g 对 合 , 称 


ôH 


u = Jor 


(5.1) 


为 广义 Hamilton FFH 29 Hamilton 函数 , 其 中 变 分 导数 È = 
Gre ADU 
对 于 线性 等 谱 问 题 ， 
Li Ae = MY 
其 中 L, M H noc n WE, 根据 相 容 性 条 件 得 到 Lax 方程 
L [LM] -0 (5.2) 


对 于 线性 等 谱 问 题 : 
Vu = Uy, pi = NY 
其 相 容 性 条 件 为 零 曲 率 方程 


U: - Ne + [U, N] 20 (5.3) 
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定义 5.1.4 车 发 展 方程 
ut = K(u) (5.4) 


可 表示 为 Lax 方程 (5.2) 或 零 曲率 方程 (5.3), 则 称 它 为 Lax 可 积 ; 47 
(5.4) 可 写成 广义 Hamilton 方程 (5.1), 且 存 在 可 列 个 两 两 对 合 的 守恒 
密度 , 则 称 (5.4) 是 Liouville 可 积 的 . 

关于 发 展 方程 守恒 密度 , 如 下 定理 . 

定理 5.1.1 WJ,LO SP 上 的 两 个 算 子 , 若 有 

0) J* = -J,JL = L*J; 

(i) 对 于 f(u) € S? 存在 一 系列 函数 {Hn} 满足 


óH,, 
{Hm Hn} = (Hs Hm} L^ f(u) = 
则 {五 a) 为 发 展 方程 族 
u = L” f(u) = S5 


的 公共 守恒 密度 旦 两 两 对 合 . 
5.1.2. WORKER: 


定义 5.1.5 WEG 为 复数 域 C 上 的 Lie 代数, Ery cG, 都 有 
[x,y] = 0, 则 称 G 为 可 交换 Lie 代数 . 

定义 5.1.6 车 对 YG1 C G, 有 [GiGi] c Gi, 则 称 Gi 为 G 的 
一 个 子 代数 , # [G1, G] C Gi, 则 称 Gi A G 的 理想 . 

定义 5.1.7 车 G 中 不 含 非 平凡 不 可 交换 的 理想 Gi, 则 称 G 为 
单 Lie 代数 . 

定义 5.1.8 ”车 G 可 分 解 成 单 Lie 代数 G; 的 直 和 : G= Ga 四 
0G, 且 每 个 Gi X G 的 理想 , 则 称 G 为 半 单 Lie 代数 . 

若 G 为 半 单 Lie 代数 和 矩阵, 则 Killing-Cartan JÉ < x,y > 与 迹 
tr(zy) 之 比 为 常数 , 所 以 可 记 


< z,y >= tr(zy) 
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(2 设 G 为 C LERE Lie 代数 ,G 为 相应 的 无 穷 维 loop 代数 
G = G®@CIA,AJ, 其 中 CI 1| = 12 oM lec € CH 为 C E 
RT Aà W Laurent 多 项 式 全 体 . 若 (en. e} 为 G 的 一 组 基 ， 则 
{ei(n), ,eg(n), |n € Z) 构成 G 的 一 组 基 ， 其 中 


e;(n) = e; Q à” = eA" 


EN 5.1.9 称 zo e G 为 伪 正 则 元 , 如 果 对 
Keradzo = {z |z € G, [2.20] = 0 }, Imadzo = {7 Jy € Gx = |y, zo] } 
满足 

(i) G = Keradzo P Imadzo; 

(ii) Keradzo 为 可 交换 的 . 
对 于 eg eG, 定义 它 的 阶 为 : degle@ A") — n. 

考虑 等 谱 问 题 


Pa = U (u, Ab (5.5) 


U = eo(à) + uei (à) +- + upelà) € G 
u = (uj, ,Up) € SP,eo(A), ,ep( 和) € 


且 满 足 
(Dien, ,ep 线性 无 关 ; 
(ii) eo 为 G 中 的 伪 正 则 元 ; 
(iii) so > 0,& > e; 其 中 si = deg(e;). 


rank(r) = deg(z), rank(A) = rank(zA) — rank(z), ZE G 


rank(u;) = £o — ej, rank(O) = eg, rank(8) = 0,8 "Së TÆU 为 
同 秩 的 , Bl 
rank(eo(A)) = 一 Fank(upep( 入 )) 
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定理 5.1.2 ”对 于 等 谱 问题 (5.5) 中 的 U(u A) € G, E V. 为 伴随 
方程 V, = [U, V] 的 同 秩 解 , 则 有 如 下 迹 恒 等 式 


二 < 了 > 一 AT (AT ek Su >) (5.6) 


5.1.3 ÆRA 


导 规 彰 教 授 建立 了 一 种 生成 Liouville 可 积 的 广义 Hamilton 方程 
族 的 简便 格式 , 被 马 文秀 博士 称 为 屠 格 式 , 主要 步骤 如 下 : 

1) 求解 伴随 方程 V, = [U, V] 的 同 秩 解 ; 

2) 寻找 An € G, f V? = (QV), + An 满足 


Vin! VO = Alen 十 :十 hep 


则 零 曲 率 方 程 D6 — V + [U, V 00] = 0, 产生 一 族 Lax 可 积 发 展 族 


H Lax 表示 为 : 
Va = Uy 
h = VOY 


3) 设 发 展 方程 (5.7) 可 由 Hamilton AF 7 与 递 推 算 子 工 表示 为 
ut = JL” f(u) (5.8) 


再 利用 迹 恒 等 式 (5.6) 可 把 (5.8) 写成 Hamilton 形式 
6H, 
óu 

4) 5 E38 J, L WE J* = —,JL = LJ, 但 J 不 是 辛 算 子 或 J 
为 辛 算 子 但 JL ELJ, 则 可 积 性 不 能 由 定理 5.1.1 判定 . 屠 规 彰 教授 
另辟蹊径 ,同样 证 明了 它们 是 Liouville 意义 下 的 Hamilton 系统 , 其 
主要 思想 是 将 上 面 屠 格式 中 的 2) 和 4) 两 条 分 别 用 下 面 两 个 定理 代 
替 . 


us = JL"f(u)-—J 


(5.9) 
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定理 5.1.8 W R FEWE Alu) Mp 个 函数 使 
ott) -U (A))/ (u — à), V Q0] + Arlu) — [U (A), A 
= film, uje (Aà) +- o fpl, u)ep(^) 
则 由 零 曲 率 方 程 给 出 发 展 方程 族 


un, = (fins o fon) (5.10) 
定理 5.1.4 ”如 果 存 在 算 子 J : S" 一 S", 使 得 
k QU QU = s T 
JA (< Ia my ,< V, Ou; >)” = (fi (à, u), ,fp( 和 ,1)) 
HEJ 为 学 算 子 , 则 (5.10) 可 表示 为 Hamilton 形式 : 
u, = joy (5.11) 
óu 
演化 方程 族 (5.11) 在 Liouville 意义 下 可 积 且 {Hm} 构成 两 两 对 合 的 
守恒 密度 


选取 loop 代数 , 的 子 代数 的 基 为 ; 
1/(M" 0 1 0 A27+1 
h(n) = "NC eln) = 3\ yat 0 


2 

1 0 A27+1 
f(n) "a 2n-l 

24 一 入 Ü 


[h(m), eln) = f(m + n), [h(m), f(n)] = e(m +n) 
[f (m), eln) bim - n 4- 1) 
deg h(n) = 2n, dege(n) = deg f(n) = 2n + 1 
考虑 线性 等 谱 问题 
iu Uu AL 0 
1 A (oi 
=3 ha un Xs = h(1) + qe(0) + rf (0) 
rank(U) = rank(0) = degh(1) = rank(4) = 
rank(g) = rank(r) = 


(5.12) 
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将 
V= 3 (ag h(—m) 十 bme(—m) es f(—m)) (5.13) 
m0 
代入 辅助 方程 
V, = [U,V] (5.14) 
得 递 推 关 系 : 


Cm+1 一 bas 十 ram， bm+1 = Cmz t lüm 


amz = —qbmz + Frans, bo = co = 0, ao = B = const Æ 0 

A (r? — q?) bi = 8q, c1 = Br 

a» = rt — Bars + SB (r? — q)’, ba = Bra Ba(r? di 
C2 = qz + + Ér(r? — q?), rank(am) = 2m 

rank(bm) = rank(cm) = 2m — 1, rank(V) = 0 


(5.15) 


Vi? = Qv), 
= YN. o (ash(n — m) + bae(n — m) + Em f(n — m)) (5.16) 


vim) — Xy — vi? 
则 (5.14) RI't 28: 
VO 4 qu, vi" VII - (v. v] 


Lompen elen. AANI: (deg) c1, TA -Vip + 
m + [U, V4] = (geni — rs )h(0) — Cn+1€(0) — bus f (0) 
取 yo) = ye 十 An. An = —a, h (0), DUE S EIE 


U, - V? LI. V1 = 0 (5.17) 
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确定 可 积 系统 
q o Cn+1 T Tan — bnz 
T t 8 bn+1 — Qn i Cng 
a) 
0 —9 一 Cn 一 Cn 
由 弟 推 关系 (5.15) All: 
bm+1 H -qü oi —à -q0 7 bm (5.19) 
—Cmtl —O++roOig0  |rÓ-!rO —Cm 
TÆ (5.18) 又 可 写成 


(lala (5.20) 
r » —Cn — fr 


特别 地 , 74 n = 1 81,(5.20) 约 化 为 平凡 方程 
qt = Baa, Ti = Pre 

74 n = 2 时 ,(5.20) 约 化 为 非 线 性 发 展 方程 组 

| qt = Bras 一 6020。 + Bqrrz 十 B ar 


(5.18) 


2 
3 
Tt = Pqzz 十 Sie Bqrqs Erag 
在 该 方程 组 中 , 9 q =r =u, 则 得 到 著名 的 热传导 方程 


ut = Buzz 
下 面 考虑 方程 族 (5.20) DÉI Hamilton 结构 及 其 Liouville 可 积 性 . 记 
a (b+ c)à 
b—c)  —a 


Q 一 5 ga An. b= 3. Am, c= 5 cA 


m2>0 m2>0 m2>0 


EECHER 
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" OU 1 QU 
C : 1 1 
«VOL >= b VL >= =e)? 
` ðq 2 B Ór > 5^ 
QU 
V, = —(2a4 
<V, sr> (2a + qb — rc)A\ 
代入 迹 恒等式 
QU 
6 OU ð uv 
— < Mee A Tel AT u = (q, r)” 
óu OA DA 和 « V, QU > 
ðr 
ti. 


ô Ó bAY+2 
L -r -37 二 
gy (20 tab rc) 和 = 入 GR EW 


”比较 上 式 中 AH 的 系数 有 : 


A b, 
` (2an + qb, — ren) = (-2n 4-2 +7) ( ? ) 


u 一 Cm 


^n-25:y-0. 于 是 


OH, — ( b, In - 2an Y don na 
n —2n--2 


全 此 , 由 等 谱 问题 (5.12) 导出 以 下 可 积 的 Hamilton 方程 族 


9| lp ml. 73s (5.21) 
7 /， 一 DT óu 


—óqà —8? — 0q0- rà 
JLSLJ- Og0 'gO Oo ró 
0? O0r0-!q0 | —OrO- rO 


因此 (Hx) Abo o EG BRE Hy 部 是 (5.21) 的 公共 守恒 密度 ， 
进而 (5.21) 是 Liouville 可 积 系统 . 
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今 利用 上 凯 规 彰 教授 提出 的 思想 方法 , 推 求 方程 族 (5.20) 的 公共 守 
HER. 为 此 令 


UP 
An 
并 代入 (5.12) 知 |: 
yz — u u^ 4 uy uu uy -0 (5.22) 
这 里 己 取 
A - d, 2u,—q-r, 2u.—q-—r 
令 
oo - 
y-ul Xun” (5.23) 
i=0 


代入 (5.22) 并 比较 J-i 前 的 系数 , 可 依次 得 到 


1 
Yo = 0,9 = —2, y2 = -3 tr) 


(5.24) 
Yn+2 + Has + 2u4yn4ic Ue Ð  yiyj—0 
i+j=n+2 
设 方程 族 (5.20) 的 守恒 密度 为 Hi, 其 生成 函数 为 
H = P Lu uy (5.25) 


或 由 (5.23) RN: 


H = vi 十 》 Ha", H; = Ua Vio2; t = 1,2, ttt 
i20 
(H,) 即 为 方程 族 (5.20) 的 一 族 公 共 守 恒 密 度 , 显 见 , 由 (5.24) 可 递 扒 
EH, 的 值 . 
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5.3 一族 Liouville 可 积 系 及 其 约束 流 的 Lax 


表示 、Darboux 变换 
考虑 loop 代数 A, 的 一 组 基 : 


A" 0 0 An 0 0 

h(n) = 0 M e(n) 一 (© 0 ) , f(n) = ( M 

htm), e(n)]  2e(m + n), isch, fia = -2f(m + n) 

lem). f(n)] = h(m +n) 
FEAH ARAB AER — T SERÁ IR], 用 屠 格式 导出 Liouville 可 积 的 广 
X Unnamed Sch NAP HO ToO: 再 将 该 方程 族 中 的 每 一 个 方程 分 
解 为 可 换 的 x mt. 两 部 分 有 限 维 可 积 Hamilton 系统 . 求 出 该 系统 的 
Lax 表示 , 同时 还 构造 了 所 得 方程 族 的 三 类 Darboux 变换 . 

考虑 等 谱 问 题 : 


l pr = Ug, M =0,9 = (f1, ef (5.26) 
U = h(1) + e(0) +rf(0) 


V= Y (a, h(—m) 十 b e(—m) + ef(—m)) 


m 


© 


解 辅助 方程 


得 递 推 关 系 


amz 一 一 2gcm + 2rbm 

bmz = 一 2cm+l + ram 

Cmz = —20m+1 + 2gam 

bo = co = 0, ao = B. cı = r, by = Dog, ou — 0 
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记 
GË 
= Y (agyh(n — m) t b e(n — m) FG f(n — m)) 
ye Dey Ll 
则 有 


-vE + [U, v®] = v€? 一 [DO] 
SURE AETA >0, A <O, 写 出 右 端 阶 数 为 0 IC 
得 : 
-v + IO. yt 一 2cn+1€(0) + 2bn+1 f (0) 


Di 
n 7; (n) — 
ye =V, A, =0 
jt) E i 4877 FE 
U, — Vi? + [U,V] « 0 
确定 可 积 系 


Ut = q = 0 一 "ba =J "hun 
t r t 2 0 Cn4-1 Cn+1 


Jh J X Hamilton 算 子 . SA 


4- 1 - 
— Dan A1 2g0 Ir 39 十 290 1q ( 一 bm ) 
Cm 50 —2r0Ü lr 一 270-19 Cm 


于 是 得 到 与 (5.26) 相应 的 方程 族 : 
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"5n = 1 时 ,(5.27) 约 化 为 平凡 方程 : 
qt = De, Tt = Drs 
M n 22,8 = —2 IE (5.27) 约 化 为 广义 Unnamed 耦合 反应 扩散 方程 
| qi 一 一 rzz 十 273 一 2027 
T, 一 一 grz 十 2720 一 293 
下 面 考虑 方程 族 (5.27) 的 Hamilton 系统 . 
记 


V = ah(0) + be(0) + cf(0) = » n) 


QU QU QU 
V, »-2a,« V, — >=— V, 一 >= 
< an > a, < "Up 2b, « "Br T 2c 


将 共 代 入 迹 恒 等 式 
< V. oU 
óu ' OA 


ó ~n ð f —2bA? 
5, 22) 二 入 ER ( 209 ) 
比较 A77! 的 系数 得 : 
ô 一 
(er 
取 n = 1 得: y = 0 于 是 得 到 (5.27) 的 Hamilton 形式 
q — 一 pm oHni+t1 
Ut = (2) -«( " )-/ Su 


其 中 H, = -2 gr 


H 
Ye 


d QU 
—AU CLOS T 
>= 入 x^ « V, >) 


得 : 


—A4rü-ir  —4r0^! 
ul rO ir réi lg ) 


—Aq0 lr —O — 4q0-!q 
因此 方程 族 (5.27) 在 Liouville 意义 下 可 积 . 
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5.3.1 方程 族 的 约束 流 的 Lax 表示 
对 于 N 个 不 同 特征 值 和 y, 下 列 约束 系统 


1j E U (u, Àj) P13 E T q T Aj Pij 
£2; J . 2j Aj-q 一 2j 


是 流 (5.27) 的 不 变 子 空间 , 并 称 (5.28) 为 (5.27) 的 z 约束 流 . 
考虑 (5.26) RIIKE in] R8 


—r 


Ya = Ute = -UTY = 
-q- 


20 p,p Din, dall (5.29) 
Àj T 


当 lim Vic lim pi — 0 时 , 由 (5.26) 和 (5.29) 直接 计算 知 : 


|z|-2oc€ 


AA: 1 ò 8; +o; toe 
el, ERI (ei — sëlle 
ou 21,92; -% (5.30) 
o. Du. 
Alt AN 
L óu $u 7 s 
a 


Pi = (Pil， UU Vin), A= diag(àı, tt SÀN) 
cos KR RY WA (i= 1,2), 则 系统 (5.28) 可 浓缩 为 
Biz = roi + (q  ^)O2, 25 一 (NA 人 一 g)01 — r2 


dr (2) 8 ( $2,02 > < di, ki >) (5.31) 


Ck+1 2 < 41,02 > 


5 XI 
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—bm+1 2L —bm mk —bk+1 
Cm-41 Cm CR 十 1 


o [< AT 的 ,的 > 十 二 Am 63,3 > 
2 < Ambo, po > 


所 以 
dm+1 =< ATE Gs Q2 >-< Ai" Ken. di > 
bm+1 = — < AT Fän, pi > < NTC 63, 09 > 
Cm1 =2 < AME h2. a > 
记 
NU) = AUD y p VII 2 No 
Du 


N 1 (Go d) 
NN (rä Ou" 5j 
` > AA Pup Pij- Piy 
在 约束 流 0.13) 条 件 下 ,NO 满足 NP = [U NF]; BOSOKNUO 的 构 
造 保证 了 上 面 公 式 给 出 了 约束 系统 ( (5.31) 的 Lax dos. 于 是 有 
定理 5.3.1 ”在 伴随 表示 下 = [U.V] T, EE V. Hex NO, Bin 
得 到 (5.31) 的 Lax X»: 


NI? = [U, N*] 
JE Lax 对 为 
iy = U(u. Ay. NU p = pw 
对 于 方程 族 (5.27) 的 t, 约束 流 


t ， 21- — bn 
Pij — VO fu, Aj) yj q —J 41 (5.32) 
2j D 2j T, ! Cn+1 


有 类 似 结果 . 
定理 5.3.2 4p V, — [VOU V] rp, x V. dn NU), Bl RT GERI tn 
约束 系统 (5.32) 的 Lax xs: 


NO 一 [V ^9, N 09] 
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H Lax 对 为 
Vt, 一 VW (u, AW, N = uy 
根据 定理 5.3.1, 我 们 易 得 到 关于 含 附 加 外 项 的 约束 流 的 Lax 表示 , BU 
定理 5.3.3” 下列 系统 


Vas = Tu d (q + Al, Yor = (A ~ qni — Tü, 
ËTT D (m) 8 (< da, és +< di, di >) (5.33) 


óu Ck r1 2< Qi, $2 > 
的 Lax 表示 为 : 
U(P — NU? + [U, N®] =0 
其 Lax 对 是 


Pr = Up, Ptr = NO 


HP yi = (Pass all, i — 1,2. 

为 了 使 约束 系统 (5.28) (5.33). 均 可 化 为 有 限 维 可 积 Hamilton 
系统 , 下 面 以 约束 系统 (5.31) 和 (5.32) 为 例 说 明 上 上 面 的 结果 . 

(1) ^4 k= 0,8 = 1 时,(5.31) 约 化 为 


bi =q =-— < Oé > — < dä, dn > (5.34) 
Cy =r = 2- < h, Q2 > 
此 时 
2 < dn, ġ2 > "rr 
i À+ < 1,1 > +< Q2, Q2 > 一 2 < dn, da > 


TÆ (5.31) 可 化 为 有 限 维 Hamilton 系统 


^ 0d» 1 1 
Ho =< dn, 09 >? VW < ^$2, $3 > SE A, Q1 > 


1 1 , H . 
Se < ài, dn >? We < $2, 02 >? -3 di, >< p2, Q2 > 
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(5.35) 


其 Lax 表示 为 : 


NO) = [U, NO, N® = k d + No 


对 丁 n 二 1 (5.34) Jl (5.35) 成 立 条 件 下 


vim 一 入 — < 1,1 > —«6$2,027 
2< $1, 02 > 一 人 入 
此 时 时 间 部 分 约束 系统 (5.32) 可 化 为 有 限 维 可 积 Hamilton 系统 


oH OH, 


dur, = 04 PS 7 96 
H, =< Nhi, da > — < 01,02 >? —1 < $2 po >? (5.36) 


1 
73 < On, Q1 >< di, Q2 > 


(5.36) 的 Lax KKH: 


MII = [V®, NO] 


(2) k= 2,8 —2 时 , H (5.31) 得 


1 1 1 
Zen = = (qr? 一 的 ) - 5(< $n) > +< Ó2 02 >) 
4 2 2 
1 1 (5.37) 
Tre 一 二 (一 rg2 十 r3)4- < $1. d: > 
4 2 
引入 Jacobi-Ostrogradsky 坐标 
p 
(5.38) 


Q= (ucc Nd. 0) ,P= (Qai , P2N Di P2) 
1 
qı —d,d2 =r; pi = 4d P2 = — 4s 
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则 (5.31) 可 化 为 一 个 有 限 维 可 积 Hamilton 系统 


Ə Ho 8 Ho 
Q: = Jp 0Q 


~ l 
Ho = q < 01.92 > mie Ón or > +< dag >) (6 39) 


1 | 。 
SEI ^$a. 2 > — < ^Q1, 6| »)-2pi — 2p? 


1 no lao 
VS q2) ou 


(5.39) 的 Lax 表示 为 : 


N2 = [U, NO], NO) = vO + No 
y2) 一 2 和 2 = qi 十 qi 2g1À 十 An: 
Zoch 4pı —2X* +43 — q^ 


2 GÀ 
U= Q2 1 
A0 =n 


"4 n 2, # (5.38) 和 (5.39) 成 立 条 件 下 ,(5.32) 可 化 为 一 个 有 限 
维 可 积 Hamilton 系统 


8 Hs 8 Hs 

Qi, = ;tz = — 
dP Bis 

Ha 22 < Nói $2 > (qd? —43) < $i, dn > +q < Aën, 02 > 
+2p2 < gn, das —qQ2 < ^é1, 01 > 十 2D1 < On, dn > 


(5.40) 


H Lax 表示 为 : 


NË = [V®,U®)] 
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5.3.2 nJfl Hamilton 系统 的 Darboux 变 
5 51.(5.39) 的 Lax 对 为 


Vu = U (u, NY 
5.41 
dës = quis = Qs iba) 040 
通过 规范 变换 
Ti T3 
p= Ty, T = 5.42 
"UM (5 2) (5.42) 
(5.41) 可 化 为 
4,2 
| 一 2) 一 一 (5.43) 
N 人 三 HU 


REU, NO 满足 方程 


T, DUT -TU (5.44) 


Y= pb (5.45) 


其 中 UNO) 的 表达 式 与 已 NO) 类 同 , UU, NO) 中 的 gr 分 别 
Dor RE. 
WE vi. t, A) = (vig) PI ple, t, A) = Diva) 分 别 为 (5.41) 和 (5.43) 
og bi, Di 
trU = trU = tr NO) = o AT 


所 以 det vi 与 det Yy 是 常数 日 与 x,t 无关. 
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WA-m(mz2354j-1,2,:--.N) 为 行列 式 decr 的 一 个 零点 ， 
则 由 (5.42) 知 det p(x, m) = 0, SUERTE EAE m, v, ll 十 | 四 | z 0, 398 
A 


malz, m) * vpile, m) = 0,1 — 1,2 


4 
an tr, mal = ihn, m) + vivis (7, m) 
Va(z, m) = pia c.m) + datz, m) (5.46) 
NEC, 
NEE 
则 由 (5.42) Ali: 
Ir "Toi (5.47) 
了 3 = —T404 


出 (5.44) 知 : 


Tis = (T REGER EES q)T2 
Tos = THOR (g)A035—(^c-g)Ti 


(5.48) 
Toe = —(F 十 r)Ts (A gt (A q)T4 
Tás = —(F + r)Ta + (à — q)T» — (^ + q)T3 
将 (5.46)~( 5.47) 代入 (5.48) A =m): 
Ti 282,T; = -à, T4 = -à,T4—1 
261. E + 261014 T, = à- m+ 8? 一 01 (5.49) 
desen q, T =r ES Wi 1 
经 直接 计算 知 


— 8? ài 
h= (f A;— md L Wij V»; 
Vi; (AA 1 A —m j Ah —m j (5.50) 
[7 l (äu + Yj) j = 1,2 N 
Jog; 二 一 01W1) 24) T $1617 77 8 
2j EEN =m J 了 
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v(r,m) 同时 满足 (5.41), 杆 是 我 们 得 到 了 约束 流 (5.39) 的 第 I 类 
Darboux 变换 . 
定理 5.3.4 — Wt v — (vi) 为 约束 流 (5.39) KARERE 
Lo pmi (m.m ) d vios Gr, ml 
! Ganz. m) 十 iiz(Z, m) 


WT, yga 二 1,234 = 1,2,---.N) 分 别 满足 (5.49) 和 (5.50) 时 ， 
vz Tu) (5.39) . Pm. Xx 
EZ 
Vi» (x, n) 
可 求 得 (5.39) 的 第 开 类 Darboux 变换 . 
定理 5.3.5. — Wt v — (v4) 为 约束 流 (5.39) DK ABER, 存在 
常数 uz, v2, val + lul 去 0. & 


02 


, (M2 55 A2) 


_ pato (2,72) + vovia (m. n2) s 
2 二 ， mz Ae 
opz (2, n2) + volbas (2. n2) 
02 


ab ， 
Pij X a Pij Dee "a 
" ; (5.51) 

一 2 
Paj = (/ Aj = m + SE =YPij 

2j j X m5 ZEE 
一 2054 p 2654 

= y 

17 W-1 7 82-1 


1 —ó 
Tu = : ? 2 
一 02 入 一 n2 十 03 


MAH y = Tuy 为 (5.39) 的 Darboux 变换 ， 
为 求 约束 流 (5.39) 的 第 III 类 Darboux 变换 , 对 第 I 类 Darboux 
变换 和 II 类 Darboux 变换 作 复 合 运 算 . 先 做 第 I 类 Darboux 变换 
1s 20161, 


一 一 2015 - 
Wh a] deren 
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再 做 第 II 类 Darboux 变换 . 
V 二 一 一 1 一 0 
v-—TuWT-| L ? 
一 02 入 一 n2 十 05 
~ 98». Troy; 26565. 
82-1 — 8; -1 


FT À — t 4-62 十 6162 -ői — z 
t AUA qm 8885 — ôi (A — mm + 82) A — m +2 0102 


M] (ET TR m — A). 有 


Hair. ro) vopia(t n2) _ (na — m + äs — 9i 
Hva (z, N2) + vatbas C, N2) 1 — 6105 
由 此 得 到 (5.39) ABIX Darboux 4818. 
定理 5.3.6 $ 


A 


(5.52) 


5 puer m) + rplzr, in) 
] 二 - ` 
pitur m ) + vias (n) 
HaUaQr n2) + votes rs i2) 
poa Gn, 72) 十 12W12{(2， n2) 
~ SO 22 ~ 201014, Asäz 
rg e wr =r+ za 1d 
zl El Zi Al 
"m 1 Si SR Ww FAT" 
e (y — m +ô + 8102)in — (61 2) v] 
IJ Ai m) n) 


— 1 
lo; 
9^ VO;-mn)O;- n) 
-( z +a + Aj — pisi] d — 2, AN 


Kon — A; — 8:62 — 8i (Aj = ne 02))vs; 


62 WA (5.51), WEN deif o = TTY 是 约束 流 (5.39) 的 Darboux 
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3 bb, 定理 5.3.4~ 定理 5.3.6 还 提供 了 求 约束 流 (5.31) 的 孤 波 解 
的 一 种 有 效 方法 . 事实 上 , S 


NO = ER b (4) ) 
ex (X) —ax(A) 


则 由 (5.43) $H: 


UCA) = +, /a2 (A) + b Aer (A) (5.53) 


Va(m) — (m) —ar(m) u 
o pilm) ` bkn) (i= 1,2) (5.54) 
定理 5.3.4~ 定理 5.3.6 中 的 Yiz. Voz, Vij oj. 就 可 由 (q,7,91,82) 求 


出 新 的 孤 波 解 (d, T, $1, 03). 


5.4 ERRE loop 代数 Ao. 上 的 应 用 


为 了 扩大 屠 格式 的 应 用 范围 , 郭 福 奎 教授 考虑 了 Lie 代数 G = 42 
情形 , 并 构造 了 loop 代数 A 的 一 个 特殊 子 代数 , 再 利用 屠 格 式 得 到 
了 一 族 既 包含 非 线性 Schrödinger 方程 , 又 包含 MKdYV 方程 的 一 类 
新 的 可 积 Hamilton 方程 族 . 本 节 在 loop 代数 42 上 构造 一 个 维 数 
低 的 子 代数 , 利用 屠 格 式 建立 对 称 约束 , 求 得 该 方程 的 两 组 约束 流 的 
Hamilton 结构 . 


oi) 


5.4.4 Hamilton 结构 


Ln 
100 010 
h= | 0-20 | e+= | +101 
001 010 
则 换 位 关系 为 : 


于 是 以 {h,e+ } 为 基 构 成 A 的 一 个 子 代数 , 以 
Mai = An hea (n) = Mer 
为 基 构成 loop 代数 Az 的 一 个 子 代数 , 规定 其 级 (gradation) X: 
deg h(n) = deges (n) =n 
考虑 其 等 谱 问题 
r = Ud, X = 0,0 = (01,02. p3)” 


à q+r 0 
-| r —2A q Lanzen (5.95) 


0 otr A 
n 8 
V = 5 (am h(—m) + bme+( 一 rp) + e«se-(—m)) 
m=0 
解 伴 随 方 程 
得 递 推 关 系 : 
amr 一 一 2gcm + 27bm, bmz = 3Cm+1 一 37ram 
Cmr 一 3bm+1 一 3984, bo =c0=0,a0=a £ 0 
cl = 3or, bı = 3aq, C2 = Die, 02 = ors 
1 (5.57) 
C3 = 3 (Grac + 3or(r? — q?)) 
1 
b3 = 3 (Odes RE 3aq(r? 一 q?)) 
记 
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则 (5.56) 式 可 写成 为 : 
VY 十 [DY = y 9? — qu, v 99] (5.58) 
上 式 左 端 所 含 基 元 阶 数 (deg)> 0, 右 端 阶 数 <0, 于 是 
-VE + [U, VÝ] = —3bnr1e (0) — 3cn+1€4 (0) 
取 Vin) =V, 则 由 零 曲率 方程 


U: - Vin!  (U, v] =0 (5.59) 


Ion 2b, 
ODER - 


J SE + Gräi !r) Zei la 
一 1 
3g0-!r z? + 690719) 


为 Hamilton 算 子 . 由 (5.57) AI: 


确定 可 积 系 : 


共 中 


Herh 


6 
u= H = JL”! ( od (5.61) 
rj, —6or 
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"nz 2 时,(5.61) SEAT XR E Shródinger 方程 


| qt = Qrzz 十 3ar(r2 — q?) (5.62) 
Tt = aqez + Jaq(r? — q?) 
取 q = r,(5.62) 约 化 为 著名 的 热传导 方程 

Tt = Of (5.63) 
为 求 得 (5.61) 的 Hamilton 结构 , 4 

V = ah(0) + be. (0) + ce. (0) 
则 
E >= 4b ev E >= -—4e, E >= a 

代入 迹 恒 等 式 得 


J at, f 2% 
loo AG (5) (5.64) 


比较 (5.64) 两 端 A7"! 的 系数 , 得 


d 2b, 
H "ii" EA 


取 = 1 知 7y=0, 于 是 得 到 方程 族 (5.61) 的 广义 Hamilton 结构 


an, 
«-(1) SE (5.65) 
T t u 


其 中 Hn = a, AX JL = L'J, BIOL {Hn} 中 两 两 对 合 ,(5.65) 
是 Liouville 意义 下 的 可 积 Hamilton 系统 . 
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5.4.2 ”对称 约束 流 的 正则 Hamilton 表示 
考虑 等 谱 问题 (5.55) des ^5: RE RE 
Wr = U*wy, A 一 0, Y = (Wi, V», V3)T 
-入  -(q-r) 0 
5.66 
U* = | —(q+r) 2  -(q-r) (5.66) 
0 —(q 一 7) 一 入 
直接 计算 知 ; 
AA 
94 | ô| p| 99 em 十 ats 十 P32 
óu 9A gip T qai 十 2a 一 av» 
ór 


其 中 五 为 规范 常数 ， 对 于 N 个 不 同 的 和; 和 某 固定 整数 kk = 
0.1,2,….), 一 般 地 对 称 约束 可 表 小 为 : 


MU óA; - 
FT te JL (5.67) 


其 中 Bi Aud PCIE 
对 于 谱系 (5.65)， (5.67) 约 化 为 : 


2b. 
一 2CK 
8 JL < i, Y > +< Pa, Y1 > +< D2, Y3 > + < 93,72 > ) 
= Bk 


— < 1, Y2 > + < 2, Y1 > +< 2, Y3 > — < 93,92 > 
(5.68) 
当天 二 1 时, 取 8 = 3a,(5.68) 约 化 为 : 
" (< i, Uo > +< 62,1 > +< 95,3 > +< 3 V» 7) 


(< iY > — < Go, 1 > — < 9o, Y3 > + < 93, V2 7) 


ceste 
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(5.69) 
将 (5.69) 代入 (5.55) 和 (5.66) 得 到 如 下 双 对 称 约束 流 : 


Pij Pij 
dii = U(u, Àj) lA [s 
$3; / a $3j (5.70) 
Pij Vnj 
(=) = U* (u, Aj) |A (=) 
"ail, Va 


其 中 下 标 4 表示 将 (5.69) 代入 相应 表达 式 . 令 

H =< A1, y1 > H< P2, Y1 > < da, Y3 >)(< 1, Y2 > 

+ < 03,19 >) - 2 < A95, Y2 > + < A93, Y2 > 

则 (5.70) 可 化 为 广义 Hamilton 表示 形式 : 
oH oH 
ovs Te" 98, 
这 里 6; = Lon, ,BiN)T, Vi = (Pas s van)”. 

"L3. AS o 22. h (67) (M FCRI RE RES AG 


Bir = (i = 1,2,3) (5.71) 


gan + girl —q))-— «9, V5» 
一 一 一 V 
< ə, Y > < z, Y3 > < 3, Vo > (5.72) 
Trza + 3r(r? — ail e Bi1, V2 > 
+ < ®2, Fi > + < daas: < 3, Yo > 
将 (5.72) 代入 (5.55) 和 (5.56) 得 到 如 下 对 称 约 束 流 : 
Pij Qij 
$2j = U(u Aclle | 6j 
93 Pa "nu (5.73) 


Vig Vi 
Ve; | —UG. Aj) lB | ga 
Vai. V23j 
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IPFI B 表示 将 (5.72) 代入 相应 表达 式 . 
引入 Jacobi-Ostrogradsky 坐标 : 


qı = 4,9492 = T, P1 = qr, P2 — Tx 


w 
P; = ($ü, din gu, gell, Qi = (Va, cc Viv Dn, p2)7 
令 ~ 
H = <ABi,YVi> 十 (91 十 02)(< 2, Fi > + < da, Y3 >) 
二 (qi — q3)(« o, Fo > -+< $5, Yo >) —2 < 人 下 >， V. 
1 1 3 3 3 
+ < Abs Vs > SPP SpP- db gh 0 5010 
则 (5.73) 可 写成 广义 Hamilton 形式 : 
oH oH 
Pug —--———Qi——u. i = 1,2,3 5.74 


5.5 “可 积 耦 合 及 其 求法 举例 


可 积 耦 合 是 孤立 子 理 论 的 一 个 新 的 研究 方向 , 在 研究 可 积 系统 的 
无 中 心 Virasoro 对 称 代 数 时 , 产生 了 这 一 概念 . x 


u, — K(u) (5.75) 
为 已 知 的 可 积 系 , 称 

u: = K (u) (5.76) 

v = S(u,v) 7 


H (5.75) THRA, 如 果 (5.76) 仍 是 可 积 的 , H S(w,v) EA u Iu 
对 xz 的 导数 . 可 积 耦合 的 求法 主要 有 两 种 : 

(1) 诛 方程 加 其 对 称 方程 ; 

(2) 摄 动 方法 . 

这 两 种 方法 的 共同 特点 是 : 从 原 方 程 (5.75) 出 发 , 所 得 结果 是 一 
个 方程 的 可 积 耦 合 . 本 节 提 出 的 方法 , 是 从 等 谱 问 题 入 于 , 通过 构造 一 
个 恰当 的 loop 代数 G., 使 所 得 结果 为 一 个 方程 族 的 可 积 耦 合 . 
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5.5.1 ”一 个 loop 代数 
设 G 是 以 {e1, 82,63; €4, €5} 为 基 的 线性 空间 ， 规定 其 换 位 运算 为 
| [ei, e2] = 2e», [e1, e3} = —2€3, [e1, €4] = ea 


[el， es] = 一 6E5， [e>， ea] 


= ey,[ez, e4] = 0, [e2, e5] — ea — (9.77) 
[e3, ea] = 6E5， [es; es] 一 0, [ 


€4, es] 一 0 


5 5 5 
a = SC = benc 一 3 ciei 
i=1 i=1 i=1 
其 中 aj, bi, c; 为 任意 常数 (或 函数 )， 则 有 
[a, [b. c] + [b, [c, a]] + [e; (a. =0 (5.78) 
SU Jacobi 恒等式 成 立 , 因此 G 是 一 个 Lie 代数 . 以 


eiln) = e A", d = 1,2, 3,4, 5 
fe(m),ej(0)] = len ej] e hj <5 am 
degei(n) = n, i = 1,2,3,4,5 
为 基 , 构成 loop 代数 G. 以 (ex (n), ex(n).es(n)) 为 基 , 构成 G 的 一 
个 子 代数 GS, 以 featm,es(m)} 为 基 构 成 荔 一 个 子 代数 Ga. 易 见 ,Ci 
Lj Ga 满足 下 列 条 件 : G1 同 构 于 Ai. B 
[G1,G2] C G2 (5.80) 
这 里 A, 是 指 本 章 5.3 节 中 的 loop 代数 . 
由 此 可 建立 相应 于 给 定 等 谱 问 题 
Wr = UY 
的 等 谱 问题 , 使 得 出 的 可 积 方程 族 为 给 定 方程 族 的 可 积 看 合 . 
取 线 性 问题 的 形式 为 
Par = [U, V], At 一 0 (5.81) 
Vi 一 (V. v] 
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Ap y = x viens 为 任意 函数 厅 = Ulu, à) e G,V 2 V(uA) € 
Gu — (nc cus) 为 函数 向 最 和 为 谱 参数 (5.81) 的 相 容 条 件 为 
Va = [Uc v]  [U [V Y] = vis = (Ve v] EIN, [U, 4] 
B} 
[Ui + [U, (V, v] — (V«. v] — [V [U, v]] = 0 (5.82) 


由 Jacobi 恒等式 (5.78),(5.82) 化 为 


[Us y] = ei v] 十 IU, Vj, v] 一 0 (5.83) 
di a 的 任意 性 , 由 (5.83) 得 到 零 曲 率 方程 
U: — Vz + [U, V] 一 0 (5.84) 


5.5.2 ”应 用 举例 


例 5.5.1 Kaup-Newell(KN) Jil) n HL 
HX loop 代数 A; 的 一 个 基 为 


A27 0 0 And 
h(n) = e(n) = 
(Qn) 0 "lun i 0 


f(n)- gina ` , [h(m), e(n)] = 2e(m + n) (5.85) 


(tan), f(n)] = -2f(m + n). [e(m), f(n)] = h(m n +1) 
deg h(n) = 2n, dege(n) = deg f(n) = 2n +1 


考虑 等 谱 问 题 
ta = Ui, M = 0,U = h(1)  qe(0) + rf(0) (5.86) 


则 利用 睦 格 式 导 出 可 积 的 Hamilton 方程 族 


— q — n-—1 Br — dP, 5.87 
(ton (5) J^ ( . ) 
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其 中 
J= 08 L- 1 -9 一 säi Io -—r0-!rO 
80/' 2 —g0-!q0 O0 -—qg0-!rO 
_ 4an + rbn 十 gcn 
H» —2n 4 6 
取 线 性 等 谱 问 题 


[M = Uy, U = €1 (1) 二 1 e2{0) 十 ?26C3 (0) 十 43e4(0) 二 waes(0) (5.88) 


YL 


DN 
oo 
V= Y (amerin — m) t bez(n — m) + eses(n — m) 
m=0 
+dmea(n — m) + fmes(n — m)) 
解 辅助 方程 
Vz = [U,V] (5.89) 
得 递 推 关 系 : 
Gmaz 一 UlCmal 一 usb 1, bua 一 2bm+1 一 2uU10m 
Cmr 一 —2Cm+1 一 Jangen, 
dmz 一 tu 万, 十 dm+1 — u3Gm 一 uabm 
(5.90) 
fmz = —fm+1 + udm — U3Cm + U40m 
ao = B x 0, bo = co = do = fo —0,a1 = Puu 
b; = Bui, ci = Buz, dı = Bus, fi = Bua 
id 4 
Vi" = 》 (amei(n — m) + bmez(n — m) + cmes(n — m) 


m=0 
+dmea(n — m) + fmes(n ~ m)) 
y = yy = vp? 
则 (5.89) 可 写成 -VOD + [U. V] = v9? — U, V], 上 式 左 端 所 全 
基 元 的 阶 数 (deg) >0, 右 端的 阶 数 <1. 
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TR 
-VE + [U, v] 

= (uicn+l ~ Uzbn+1)e1(0) + 2bn+1€2(0) 一 2cn+les(0) 
+dn+1€4(0) — fn+1€5(0) 

记 V = VO? + An, An = anel(0) 

则 由 零 曲 率 方程 确定 可 积 系 : 


ul Cn 
bn 
w=| 2| =J (5.91) 
u3 fn 
Ud t dn 
其 中 
0 -0 0 0 
—ð 0 0 0 
J = 
0 Hu Ul —Q 
—u3 0 -—Ó us 
it (5.90) All: 
Cntl Cn 
bn —L bn 
Jain fn 
dain dn 
其 中 
—i(u307!uj0 T OI —iu30 1u20 0 0 
—iuji0-lujÓ —i(ui8 7 !u30 一 0) 0 0 
L 一 


—-us— dud lu ð 一 34D lu -0 w 


—ius0 !uiO us 一 Ausl lu20 —uj 0 
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于 是 (5.91) 可 写成 ， 


ui Bu» 
9 
u= |2| =g | (5.92) 
u3 Bua 
m Bus 


t 
方程 族 (5.92) 是 由 零 曲率 方程 导出 的 , 所 以 可 积 . 由 J 和 工 的 构造 与 
(5.87) 比较 知 ,(5.92) 是 已 导出 方程 族 (5.87) Dn HIN, 
例 5.5.2 AZAMARA RT HIR, 
W loop 代数 A, 的 一 个 基 为 : 


A^ 0 0 A" 0 0 
vec 
[hi (m), e(n)] = 2e(m + n). [h(m), f(n)) = -2f(m +n) 
[e(m), f(n)] = bim + n), deg h(n) = deg e(n) = deg f(n) = 


考虑 等 谱 问 题 


oz = Up, ` =0,¢ (* ) 
£2 


ul d ) = AO + sMO) ceto mm 


r 入 一 5 


(5.93) 


其 中 s qr 为 三 个 位 势 函 数 , 由 (5.93) 得 到 如 下 含 三 个 位 势 的 可 积 方 
TIR 


s 20 0 0 angi 
Wt 一 J = | 0  4q80-^!q ECH 
, 0 2—4rO-iq  4rü Ir bn+1 (5.94) 
D 0 
dz | Lar , | 
bn+1 bi 
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其 中 辛 算 子 和 递 推算 子 分别 为 : 
20 0 0 
J=} 0 4a0 lg -2-—4g0 !r 


0 2—4rO-!q  4rOü-ir 


0 9-1g0 -20-!qs O-!rO — 20 1rs 


L= 3 0 0+2s— 2ro-ig 2rü-|r 
0 —290-1q —Ó + 2s + 20407 lr 
这 里 9 = 22.0710 —00 7! -]1. 
考虑 如 下 的 等 谱 问 题 ; 


| Qu = [U, v] 


U = —ei(1) + uie(0) + uze2(0) + uses (0) + u4e4(0) + uses(0) 


(5.95) 
设 
V= Y (amei(—m)+ bme2(—m) + cme3(—m) 
m=0 
+dmea(—m) + fmes(—m)) 
解 辅助 方程 
V, = [U,V] (5.96) 
得 : 
Amr — U2Cm 一 U3bm, bus = —2bm+1 + 2u1bm — 2uU2Qm 
Cmz = 2€m41 — 2U1Cm + 2U3Qm 
dmz = —dm+1 十 22 fm + Udm — Hätten 一 usb, (5.97) 


fmz = Jm+1 ł U3dm ul fm UaCm + UsQm 
ao = k Æ 0, bo = co = do = fo = 0,01 —0 


bı = —kua,0i = —kua,di = —ku4, fı = —kus 


128 fi or 2B36 5 wp 4s 


y? = A. [amei(n — m) + baes(n — m) + cmes(n — m) 


da eí4(n — m) + fmes(n — m)| 
v™® 2 ny — vi? 
则 (5.96) 可 以 写成 


-VEP 4 VY = v*? - ju, vil (5.98) 
Ei 
yn) = ye 十 2an+1€1(0) 
则 
-yV + [U, y) 
= —2a541,5€1(0) + (25,41 — 4u20541)e2(0) 
-F(4usas41 — 2c443)ea(0) 十 (dn+1 — 2u4054.1)e4 (0) 
+(—fn+1 + 2usan41)es(0) (5.99) 
由 零 曲 率 方程 
U; - V? + (U, v1 20 (5.100) 
确定 下 列 系统 : 
ul Qn41 
u2 Cn4l 
Ut = usa =J Dain (5.101) 
UA fni1 
us t daa 
其 中 
20 0 0 0 0 
0  4u30-!u9 -2 一 4uz0-lua 0 0 
J= | 0 2—-4u0-lu  4ug07!ua 0 0 
0 2u40- us —2u40- lus 0 —1 


0 -—2us50-lus 2usO- ua 10 
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由 (5.97) Ra 
Dot Gp 
Cn+1 Cn 
bn+1 =L bn 
fn+1 fn 
dn+1 dn 
jtm 
0 A B 0 0 
0 C usO us 0 0 
L=|0 -uó0'u D 0 0 
0 u4 — usO lus usO us Ou -U3 
0 ud uz —us +u lus uz -+u 


1 1 
A= 59 Wu20 +0 "uius, B= 30 vð +07 uius 


1 1 
C= 539 十 U1 一 si" lus, D = SEKR ui + u30- ua 
因此 (5.101) 可 写成 : 


0 
—kusa 
ut = JL" | —kus (5.102) 
—kus 


—kua 


由 于 (5.102) 是 零 曲 率 方程 (5.100) 导出 的 , 所 以 可 积 , 从 而 (5.102) 是 
(5.94) 的 可 积 耦 合 . 
特例 Æ (5.94) P, R s = or 得 到 著名 的 GJ 谱系 : 


u = H = JL” (5) (5.103) 
T t bi 
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Mn 
ja AgO !q —2 — dofir 
ER Aréi jo | 4rÜ-lr 


3 4 qr — r0 tq rÓ-ir 
L- 

à 
-qü'q  -g*artgür 


容易 得 出 ,(5.103) ATEHER H, 


U2 Cm 十 上 C1 
g bn b 
w= = | 
u4 fua h 
U5 i dn+1 di 
其 中 
4ug0-!uo ~2—4u0 lua 0 0 
j= 2 — 4uzð ! us — 4ug0- lus 0 0 
8 2u407 lu» —2u40-!us 0 —1 
—2usg0- lu» 2ugO luz 1 0 
A ua" lug 0 0 
1 
L- —1u2307 us -50 + u2u3 + U20 tuz 0 0 
u4 — usO lus DÉI ua OÓ-cu2u3 . —us 
—u40 lus —us + u40 lus uo —ÓQ + 12113 


其 中 A = x + Uau3 — U30 lua. 
在 (5.93) P, 取 s = 0, 我 们 就 得 到 著名 的 AKNS 等 谱 问 题 


p — Ug,U = -h(1) + qe(0) t rf(0) 
在 (5.95) T, 取 u = 0, 则 相应 地 有 ， 


vn [U, Y], U = —ei(1) + uze2(0) + usea(0) + u4e4(0) + uses(0) 
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由 此 我 们 就 得 到 AKNS 方程 族 的 可 积 灿 合 : 


U2 0-20 0 Cn41 
U3 2000 bna 
ui 一 一 
ua 0 00-1 fuii 
5 i 00 10 dn+1 
Cm 十 1 —kua 
bs —k 
=J | =ne "2 
fuia —kus 
da 41 —kua4 
其 中 
1 -1 -1 
-3 + u30 uo ua3O "ua 0 0 
n l, - 
L= u307 lu» 59 —us0 Jus 0 0 
—14i4 Lues luz uslug —Ü us 
u407 ug us — u40 ug ~uz © 


在 上 式 中 , $ n = Luz = ug = u, u4 = us =v, k 4, 则 我 们 就 得 到 
MKdV Jj Ri] n SURG. 


Ut = Urzz 一 6u2u, 
Ut = At + Bit, + u?)us + Bure — 6uugz)u 


5.6 Lax HKH ERRA 


Ag e ^86 ja RE rp EEZ XA D E, 为 了 求 这 样 的 谱 问 题 对 应 的 
THRG, 育 接 套用 前 徊 构造 的 loop 代数 G 是 比较 困难 的 , 为 了 解决 
这 个 问题 , 我 们 对 方程 族 相应 的 Lax 对 作 一 个 等 价 变换 , 使 变换 后 的 
Lax 对 的 相 容 性 与 变换 前 的 一 致 . 
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5.6.1 Lax 对 变换 
考虑 等 谱 问 题 : 


Pr = Ui (u, A), Àt = 0, u 一 Io. rf 9 = (g1, p2)” 


其 中 Ui = Ui (u, A) 是 ER. 
解 (5.104) 的 伴随 表示 方程 : 


Vr = [U,V] =UV VUM = ( 


得 到 关于 ai bi ci i2 1 的 递 推 关系 , 其 中 


a= 5 a;À ~t, b = KE 一 KSE 


i»0 D 120 
利用 屠 格式 可 得 到 Lax 对 : 

ps Uu Pin = VO 
(5.106) REA TEBI NF BENTTE: 

Ui — VE + (U,, V) =0 


利用 迹 恒 等 式 , 就 可 得 到 Hamilton 7; F8: 


EN q óH, — A, 
we 人 ke —JL Su 
t 


J, L 分别 是 Hamiilton 算 子 和 递 推算 子 . 
考虑 下 面 的 等 谐 问题 : 


Pz = U (u, Ale, U = U (u, A) 十 e(u, A) 
AREE U zg "Dräi: elu, A) 满足 


le, V] = 0. [e, V] = 0 


a b 


C 一 他 


(5.104) 


(5.105) 


(5.106) 


(5.107) 


(5.108) 


(5.109) 


(5.110) 
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设 f= falu, A) MU 具有 相同 的 阶 数 , 并 且 满足 


[CD fn) = 0, le, fa} = 0,66, = fs (5.111) 
设 
vim) 一 vo? 十 fn 


则 有 
Un, — VO + [U, V] = Uu, — V + [U V(?] =0 (5.112) 
nf 3,3 pi Lax 对 
Pr = UP, Ptn = vo (5.113) 


的 相 容 性 也 导出 (5.108). 事实 上 , 满足 (5.110)~(5.111) 的 e = e(u, 入) 
AI fa = fal A) ERRAR. ki, 我 们 可 取 e = glu, A) Ez, fn = 
bin, A) Ej, 其 中 Eo 是 单位 矩阵 . 当 把 所 得 方程 族 化 为 Hamilton 形 
式 时 , 我 们 有 


QU QU; oU QU, 
1- >=< V, =—— >, < V, =— >= 一 一 5.114 
<V d: BA >,< "u^ M E (5 ) 


于 是 得 到 相同 的 迹 恒 等 式 : 


(5.115) 
ju 5 8X 


因此 (5.104) 和 (5.109). 导出 相同 的 可 积 Hamilton 系统 , 但 是 Lax 对 
(5.106) 与 Lax 对 (5.113) 不 同 . 
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5.6.2 TD 谱系 的 可 积 耦 合 
取 loop 代数 A, 的 基 为 ; 


10 00 01 00 
m= (. jos i ` um k AS b ` 
[i.e] = a, €] = e, [h1, f] = Ais, f] = -f 
le, f] = hi — ha = h. h;(n) = A" hi e(n) = Me 


f(n) = A^ f, deg hi(n) = deg e(n) = deg f(n) = n, (i = 1,2) 
考虑 TD 谱 问 题 


Pr 一 Uig, g = (p1, p2) ,u = (o, r)T (5 116) 
U; = Ui (u, A) = —h(1) + rhi(0) + q(e(0) + f (0)) 
pu 
pz = Urp, pin, = VP o 
j An? -1 b, n J b;A" 
ym 2 n (bn+1 Cnt1) à (5.117) 
> Ci — ai AT H 
i=0 i=0 
Lax 对 (5.117) 的 相 容 性 导出 著名 的 TD 方程 族 
b, -N 
Ut, = H An zi nte =) 
Ta, " n+l (5.118) 


D 
(nech pa 


其 中 辛 算 子 J 和 递 推算 子 工 分别 是 
1 
ðq? 0 2 


r | Oq- !0 —A4q 
Olg0  O-lrO 


r[10 1 10 
"eer sfn = ~z (bn + Cn 
€ G1) f 2j +1 A 
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易 验 证 e 和 f, 满足 (5.110) 和 (5.111). 
取 loop 代数 A, 的 一 个 基 为 : 


I (7) 


[h(m), e(n)] = 2e(m + n). [h(m), f(n)] = -2f(m +n) 
[e(m), f (n)] 2 h(m n) 


jh] Lax 对 


-Ati 
2 4 i 
pr = Ug = (U1 + e)p = r 
q As P2 


= (-h(1) + Z0) + gle(0) + f(0))) € 


n 5.119 
Pta — Vg = (vý ) uu ( ) 


其 中 = ann "e gc (ba os) 5:119) 的 相 容 性 也 导出 方 和 
i=0 ~ 

族 (5.118). 易 见 ,G1 ET Ai.[G1, Ĝo] C ei 其 中 Gi(i=1,2) 与 上 一 

节 相 同 . 


取 等 谱 问 题 


n = [U. v], A — 0 


U 一 —ei(1) 十 ui(e2(0) 十 e3(0)) + 22 e (0) + uae4(0) 十 u4es(0). 


2 
(5.120) 
解 伴随 表示 方程 


V, = [U, V] (5.121) 
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得 
my 一 U1(Cm — bm), bmz = —2bm+1 一 2U1Qm + wu2bm 
Cmz = 2Cm+1 + 2U1Qm — U2Cm 
u 
dm+1 = Ui fm + 2 dm 23Qm 一 Uabm — dma 
uo (5.122) 
Jma = Jm+i + U1dm 一 2 m — U3Cm + U4üm 
ao = —1, bo = c9 = do = fo D, 01 = 0, bi = c1 5 w 
d; = us, fi = U4 
设 
n 
ve? = 》 (agsei(n — m) + bmez(n — m) + cmes(n — m) 
m-0ü 
+dmea(n — m) + fa es(n — m)) 
VJ" = ADM 一 v? 
则 有 


— VI) 4 [U, ve = 2b, 1e9(0) — 2c€n41€3(0) + dn+1€4(0) — fn+1€5(0) 
em (5.119), 取 
1 
Vin) 一 Ui 十 — (bn+1 + cn+1)e1(0) 
Zu 


4 


Vf? à qu VO] = (bnga — cni )(e2(0) + ex(0)) 

1 ua 
一 | — D, 21(0 dn m bn ^n 0 
EEN e D "m w) e4(0) 


z 


+ E (bn+1 + €n41) — fni ] es(0) 
Ul 
于 是 零 曲 率 方 程 
U; - Vin! + [U, v] 20 (5.123) 


确定 可 积 系 : 
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Cn+1 一 bnt1 
1 1 
“a Lien 十 2n 
U2 ui ES 
Hp 一 = ua 
ua —dn+i + m (bn+1 + €nai) 
2u 
uaj, UA 
Juin 54, (nt 十 €n41) 
ui 
1 
—Qn-4-1, 
Ul 
( 1 bn+1 + n41 
— (bn+1 + m) 
d z =J Dé (5.124) 
Le 
—dn+1 + PUE 十 cn+l) n+l 
ui fni 
u 
ICH zg Oni 十 Cn+1) 
Ul 
共 中 
0 win 0 
ðu! 0 0 0 
J= u3 
— 0 -10 
Jux 
2424 nn 
2ui 
由 (5.122) XI: 
bua 十 Cn 二 1 b, + Cn 
ntl -i| ^ (5.125) 
dn+1 dn 
fui fu 
其 中 
us du, 4 一 4u1 0 0 
L= 1 | 0 tuð öTtuzð 0 0 
E — u4 usuj 10 —2us U2 — 20 2u 


U3 usu, à —92u4 Am wat 208 
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由 (5.125), 方程 族 (5.124) 可 约 化 为 形式 : 


Ul bi 十 C1 

u-|2|-Jr| ^" (5.126) 
u3 dı 
U4 "n 


t 
方程 族 (5.126) 是 由 零 曲率 方程 (5.123) 导出 的 , 所 以 可 积 . 由 可 积 
合 的 定义 知 ,(5.126) 是 (5.118) fn] EIS, 


5.6.3 X AKNS 方程 族 的 可 积 耦 合 
考虑 等 谱 问 题 


pe mtae (P aL (5.127) 


其 中 81,82 为 常数 , H Bi1 82, u = H We (2) 


Lax 对 ps = Uu, pi, = VE o 的 相 容 性 导出 广义 AKNS 族 : 


u,— JL (z ) (5.128) 


— Qm bm 
vt? — 5 Vm APT, Vm = ( ) 


C =a 
m=0 m m 


—ü-42r0ü lo —2r0 ! , 
L-l uud 1 ` 4 ， B = B -— f 
2g907-1q | 0 —2q0 !r 


其 中 


(5.112). 于 是 新 的 Lax 对 
ws = U (u. Xy = (BAO) + ge(0) +7f(0)) V 
vi = Vy = Vy, VSV ue f, 
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的 相 容 性 也 导出 (5.128). 


考虑 等 谱 问题 ， 
V = [U, v]; X = 0 
B (5.129) 
U = 3e1(1) 十 uie2(0) 十 u2e3(0) 十 uaea4(0) T u4es(0) 
pu 
V= 》 (asei(—m) + b es(—m) + cmes(—m) 
m=0 
+dmea(—m) + fmes(—m)) 
fi 817; fe V, = [U, V] 得 递 推 关 系 : 
amr — Ulm 一 u2b5 Da 一 Bb 一 2u1üm 
Cmr 一 — Bem 十 2u3üm 
3 
dmr = HIH 十 Edms HERE? uabm 
D (5.130) 
fmz = SEET + Udm — U3Cm + UAam 
Oo Q, bo CO do fo 0, a1 0 
b 2o 2a , 2a f 2a 
一 一 一 tel = u, di = u: = —— u 
1 8 11C1 5 2, 01 gh g“ 
设 
vin = 2 (am ei(n — m) + bmez(n — m)  eses(n — m) 
+dmea(n — m) + fi es(n — m)) 
y = ny — vi? 
则 


vir) + [U, wll = — Bn tel + Ben+1€3(0) 


5.131 
-Ë dns1e4(0) + Ë furies(0) | | 
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于 是 零 曲 率 方 程 (5.123) 确定 可 积 系 : 


ui 0 —B 0 0 Cn+1 Cn4-1 
uz p0 00 b541 [n 
ut = 一 B —J 
U3 0 0 0 2 Juin fuia 
uaj, 0 0 -£ d dn+1 dn+1 
Rj 
Zo 
"om 
Zo 
SECH 
ut = JL” Ja (5.132) 
-7" 
2a 
一 可 


于 是 得 到 了 广义 AKNS 方程 族 (5.128) HIRA. 
特例 ”在 (5.132) T, Bt gd 9 一 2,n 二 3 得 : 


mi —2b4 
uo 2c4 
u3 —da4 
ua t fa 
a 3o 
4 zzz — 79 Ui 
a Q 2 a 2 
n ~ Uzu Qt to2tWa2z 一 luusse — u$uiz) 
3a 3a 
Qüazzz 十 G(uiuas)s 一 ES — 79 VUUS 
B 3a 3a Q 
cC tzue + "Ciel 一 auiuas 十 2 Ulei 


STEEN — 5 (ui uaa) 


a 
—a(u2uass + u1uguaz) 十 ENEE — U1U4U2r + usua) 


(5.133) 


QUaxza 十 ausus Ja 十 
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在 (5.133) 中 , Bu; = u, w = 1,0 = 4, 则 得 到 著名 的 KdV 方程 的 可 
PHS 


Ut Uzgg 一 Dis 
uat = AU3zza = 6uu3; = 3Ju;us 十 EUR 十 Die 


Ust = äs 一 Urus — 2utas 


5.7 mÆ loop 代数 及 其 应 用 
本 节 中 , 我 们 构造 了 一 个 不 同 于 前 面 几 节 中 的 新 的 高 维 loop 代 
X. 得 到 著名 的 Levi,BPT,WKI 方程 族 的 可 积 耦 合 . 


5.7.1 Levi 方程 族 的 可 积 耦 合 


设 G 是 以 {€1, e2, €3, C4, €5: 6} 为 基 的 线性 空间 ， 规定 其 换 位 运 
算 为 : 


[ei;e2] = 0, [e1, ea] = —[e2:63] = e3, [e2, e4} = len, 64] = e4 

[ei, es] = 一 [ez;,e5] = Ed [e1. es] = —[e2, ee] = EI 

[e3, e4] = el — ea = e7, [e3, es] = 0, [es e6] = es eu, es] = eo 

lei, es] = 0, [es; es] = 0. [ez. ea] = 2es, les, e4] = —2e« 

lez. e5] = es. ez. es] = es. [e1, e7] = [e2, 67] = 0 

(5.134) 
w 7 7 7 
a = 3 oe, b= 3 biei, C 一 cei 
i=1 i=1 mer 


dtl a; bi c; 为 任意 常数 或 函数 , 则 有 
(a, [b, c]] + [b, (c. a] + fe. lo, b]] = 0 
BU Jacobi HERR, 因此 G 是 一 个 Lie 代数 . 以 
eiln) = cA”, i = 1,2,3,4,5 


jen) eln) = [es e]JA 7.1 53 € 5 
deg e;(n) = n,i = 1.2,3.4,5 
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HH, 构成 loop 代数 G. 以 {ei (n), e2(n), ea(n), ea(n)) 为 基 ， 构成 G 
的 一 个 子 代数 Gi, 以 (es(n), es(n)) 为 基 构 成 男 一 个 子 代 数 GS. 
取 loop 代数 Ai 的 基 为 


10 00 01 00 
n= (oo) = (0) Cea) r= (ia) 


[hie] = ba, €] = e, [s f] = li f] = -f 
[e, f] = hy — ha = h, hi(n) = A” bet), e(n) = A*e(0) 
f(n) =à” PO), deg h;(n) = dege(n) = deg f(n) =n,i = 1.2 
则 ef 1j G3 满足 下 列 条 件 : en [8] AE T- Ài, H ERA G2. 
考虑 等 谱 问 题 


一 H 一 一 WW 
Lt (5.135) 


U = h2(1) + (r — q)ha(0) + ge(0) + rf (0) 
设 V = ah(0) + be(0) + cf (0) 


TaN bo Yo bs e= Yes ™ 
m=0 m=0 m=0 
则 由 
V, = [U. V] 
得 递 推 关系 ; 


Qnz = gcn — Te 

bnz = —bnaa + (q — 7)bn — 2005 

Cne = Cni 十 (r 一 q)Cn tra, 

ao = a Æ 0, bo = co = 0,7 
HERRERAN Levi 方程 族 


«-(1) Qe) (5.136) 
T 4 ð 0 "CH mi^ 


L- BD-r+8r-loa r4 0-7lrO 
^4 a Olio -ð +q- arð 


t gen 
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根据 等 谱 问 题 (5.135), 取 线 性 问题 的 形式 为 


wr = Uy, An zU 
U = e3(1) + (u2 — u1 )e2(0) + uiesa(0) + u2e4(0) + uses(0) + u4ec(0) 
(5.137) 
设 
V = 5 Lü ez(—m) + bmes(—m) + esea(—m) 
m=0 
+dmes( ml + fu es(—m)) 

解 辅助 方程 

Qmz = Ulm 一 uobis, 

bmz = —bm+1 + (ui — u2)bm — 241Qm 

Cmz = Cm+1 + 2u2üm + (U2 — 1 Iren 

dm 5. 

dmz = Ui fm = U3lm Uabm | D 2 “2 dm (5 138) 

Jma = frn + udm + A ` A fm — U3Cm 十 WAQm 

Qo = «€ ES 0, bo Co do fo 0, Utt 
iu 

vt? = 》 (amei(n — m) + ba es(n — m) + cmes(n — m) 
m=0 
+admea(n — m) + fmes(n — m)) 
ye) = any — vi 

则 


-vV 4 [U, v®] = v“ — [U, v£] 
土 式 左 端 所 含 基 元 的 阶 数 (deg) 20, 右 端的 阶 数 <0. 于 是 


n dn n 
- + [U, V£] = bir1es(0) — cnt1e4(0) + 2 es(0) f = eg(0) 
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UN 
V — V? + An, An = (cn 一 如 十 2anjea(0) 
D 
—V(? 4U, VY = —(e, — bn + 2an)s + unten — bn + 2an) 
Tb, L1)ea (0) 十 (—€n41 一 U2 (Cn 一 b, + 2a4))e4(0) 
` vn 2 n dn 
pln b D a ) T 十 1 es(0) 
l. — b, + 2ü4 
In tule + 2a Laun 
由 零 曲率 方程 
U, — Vf? + [U, v 9] 2 0 (5.139) 
确定 可 积 系 
一 Mi(cn 一 bn + 2an) 一 Dan 
u 
t Cn+1 + U2(Cn — bn + 2an) 
-|2| -1 
Ut = ua UV 5 C talem 一 b, 十 2a4) — da 41) 
ua t TUM F Ua (cn 十 2a4)) 
记 
bn = bn — 04,64 = Cn + An 
nu 
Dna 一 
Cnz l1 
— 1 8 z —J n (5.140) 
Ut 
t zl dn+1 — U3 (En — bn)) dit 
1 8 - 
CERN 十 ua (Ën 一 bn)) fara 
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其 中 
0 0 0 0 
à 0 0 0 
EA NEEN 0 
2 2 2 
ua Ww ol 
2 2 2 
因为 
Cn Cn-1 
n =L n- 1 
dn+1 dn 
fna fn 
Onst lui us + 07!u38 0 0 
L= —ui —07lu,0 —0 + u — 8T luzð 0 0 
E 2uius 一 2u38 tuð C A 2u 
D 2u2us — 2u40-lu30 —2us B 


A = uù — u2 — 20, B = u1 — u2 + 20,C = 2u,0 一 2u1u» 2u30-!u30 
D = 2u30 — 2uau3 ` 2u40-71u,0 
所 以 (5.140) 可 写成 : 


u-JL"| ° (5.141) 
—2uua 


—20u4 
(5.141) 由 零 曲 率 方程 (5.139) 导出 , 所 以 可 积 . 由 可 积 耦 合 的 定义 
知 ,(5.141) 是 Levi 方程 族 的 可 积 耦 合 . 
5.7.2 Boite-Pempinelli- Tu(BP T) 族 的 可 积 耦 合 


前 面 讨 论 的 方程 族 , 如 KN 族 、TD 族 、AKNS 族 等 有 一 个 共性 ， 
DU A REA loop 代数 A. 出 发 , 利用 讶 格式 得 到 的 , 其 中 的 loop 代数 
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A 的 一 个 子 代数 及 换 位 关系 是 ; 


Ar 0 "A 0o 
i - (X MEN SECH ` (5.142) 


Ih(m).e(n)] = 2e(m + n), (him), f()] = -2/(m + n) 
[e(m), f (n)| 2 bim + n) 


可 是 loop 代数 A1 的 子 代数 还 有 以 下 情形 : 


An 0 
[h(m), e7 (n)]| = et(m+n),let(m),e ()] = —h(m + n) 
deg(h(n)) = deg(e* (n)) = deg(e (n)) =n 


显然 (5.142) 与 (5.143) 的 换 位 关系 是 不 同 的 .利用 (5.143). 可 导出 

许多 重要 的 方程 族 , 如 TC 族 、BPT 族 、TC 族 等 ， 央 为 在 求 可 积 

耦合 时 构造 的 loop 代数 是 基于 (5.142) 和 (5.143) 的 , 所 以 为 了 求 出 

(5.143) 对 应 的 方程 族 的 可 积 看 合 , 我 们 必须 再 另 找 一 个 不 同 本 loop 

代数 (5.79) 的 loop 代数 G, 由 此 出 发 , RE BPT Wem RR, 
利用 (5.143). 取 等 谱 问 题 : 


Va = Ut, Y = Qa) f (5.144) 
U = 2h(1) + qet (0) 4 re (71) + sh(-1) 
it 
V= 5 (ag h(—m) + bae* (=m) + cme (~ m)) 
m>0 
则 可 得 : 


Our = din 十 zb, a, bs 一 2cn+1 十 SCn_ 1 一 7Qn 1 
Cnr — 2bn+1 + Sbn-1 — qan, Q0 — 28, bo = co = 0 


a2k+1 = bat = C2k+1 = 0 
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TIUS FEX, 可 求 得 BPT 方程 族 : 


q Bq 
u-|r|-2Jr[|o (5.145) 
$/, 28 
其 中 
0-2 0 
J=|2 3 -gq 
0 q -0 
1 0? — 2s — q? + 2907 Hr -- q0-1q, 2s — oi ! (qs) Or — gO (qr) 
L= 1 —20 一 25 一 27 


—2q 十 69-1(2qz + 4r) —287' (qs) —20 (qr) 
W OG 是 一 个 线性 空间 , 它 的 一 个 基 为 (61,62, 63,64, 65); 并 定义 
共 换 位 关系 为 : 


1 
[ei, e2] = 3, [ei, es] = €2, [ez, ea] 一 一 Cl， [ei, ea] = 3695 
1 1 1 
[e1, es] 一 ER [e2, ea] 一 96^ [ea, e4] = 965 (5.146) 
1 1 
[ez, es] = 7969 [es, es] 一 "ai [ea, es] = 一 0 


设 
5 5 5 
w = 3 wienu 一 》 uev 一 》 viei 
i=1 i=1 i=1 
这 里 wi, ui, v; 是 任意 常数 或 函数 , 则 有 
[w, Ju, v] + [u, [v, w] + [v, fw, =0 
到 Jacobi 恒等式 成 立 , 因此 G 是 一 个 Lie 代数 . 若 设 


e;(n) 一 eiXn = 1,2,3,4,5 
[ei(m), e5(n)] = [eie] ,1 € 453 <5 
dege;(n) = n,i = 1, 2,3,4,5 
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则 我 们 就 得 到 了 loop 代数 G. Ut G1, Ga 的 基 分 别 为 
{ei(n), e2(n), es(n)} H {ea(n), es(n)) 


易 见 Gi 同 构 于 A, [G1,G2z]C Gs. 
取 线 性 等 谱 问 题 : 


Wt = [V, W) 
与 前 面 的 类 似 , 我 们 推出 零 曲 率 方程 
Ui — Va + [U,V] = 0 


s = [U, Y], A =0 


考虑 等 谱 问 题 : 
ai [U, Y], U = 2e1(1) + u1e2(0) + uze3(—1) (5.147) 
-Fuaei (—1) T u4e4(—1) 十 uses(0) 
x 
V= Y: [ame(—m)  baes(—m) + cmea(—m) 
m0 
cda ea(—m) 十 fmes(—m)] 
解 辅助 方程 
V, = [U,V] 
得 递 推 关 系 : 
Gaz = —UiCa 十 ob, 
bnr = 26441 — u3ün-1 + uUaCn-1 
cnz = 26441 一 bedeit 十 usbn- 1 
= fayı + Sch faci PR 
T. 1 M de 一 an) (5.148) 
u 
fnzr = dn+1 — Sfat dn— 1 FE 3 dn- 一 1 一 可 bn 


u 
+ an- 1 gä D 

ao = 20, bo = co = do = fo = 0, a2k+1 = bak 
C2K 十 1 d2k+1 fok =0 
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DN n — 2m 十 1， 


Vin) 一 (A* V). 一 5 (a;e1(n — i) T bestin 一 i) + ciea(n 一 i) 
i=0 
+diea(n — i) + fies(n — i)) 
则 
- Vf" 4 [U, Vin) = usb», 1e1(—1) 十 usbom 163 (71) — 2c2me2(0) 


3 fam iua — u2) — uab2 1 + uscom)e4(—1) — dames (0) 
RRE Re IE 


U, — VU? + [U, v =0 (5.149) 
确定 可 积 系 统 
uil 2Com 
u2 —ua02m-1 
Wt = us = —uz2b2m-—1 
1 u u 
ua 可 (ua — ua)fom-1 + hee 一 可 com 
[n 
"Ir dam (5.150) 
0-2 0 O0 0 bom+1 Dom+1 
20 ~u 0 0 —C2m —C2m 
二 Ou -0 0 0 Am =J G2m 
us u 
0 0 EE 1 E —à fom+1i fom+1 
0 0 0 0 1 d2m dam 
由 (5.148) 知 ]: 
bom b2m-1 
—C2m —C2m-2 
G2m =L Q2m—2 
Jom+1 Jom-1 
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其 中 
4 H I 0 0 
—28 —2us —2u»s 0 0 
L-i G -20 luus 20 uu; 0 0 
B C D E F 


A=8— u? + uO lurr + 2u1071u3 — 2u3 

B = —20ug + 2u4 — ugO + usðT lus + 2u50 ug 
C = —20u4 + urug — uzus — 4ugO- lu uz 

D = 20u4 — uiu4 一 2225 — u1ustis 

E = 40? + 20u, — 2u,0 — u? + Aua — Zus 

F = —28 (uz + ua) Luut uius 


G = ns — uO uyu3 H = Ous — u107 uiua 


I = ðuz — ud luiuz, K = mcm 
因此 (5.150) 可 写成 : 
gui 
0 
u, —- JL" | 28 (5.151) 
Bus 
0 


谱系 (5.151) 是 由 零 曲 率 方 程 (5.149) 导出 的 , 所 以 可 积 . 比较 (5.151) 
中 的 J, L 与 (5.145) 中 J, L 的 结构 , 我 们 知道 (5.151) 是 BPT 谱系 的 
TRAA. 
5.7.3 WKI 方程 族 的 可 积 耦 合 

利用 有 财 格 式 人 们 已 获得 了 许多 具有 重要 物理 意义 的 可 积 H- 
amilton 孤子 方程 族 . 我 们 发 现 这 些 孤子 族 是 通过 选取 不 同 的 等 谱 问 
题 ; Wx = UV 而 获得 的 , 即 通过 构造 不 同形 式 的 U 得 到 不 同 的 孤子 


第 五 章 非 线性 演化 方程 族 的 生成 及 其 可 积 性 151 


族 , 而 所 选取 的 零 曲 率 方程 Ui 一 Vi + [U,V] = 二 0 中 的 V 都 是 一 个 格 
T b . 为 了 得 到 WKI 方程 


族 的 扩展 可 积 系统 , 我 们 选取 的 V 中 既 含 有 位 势 函数 , 又 含有 a,b 或 
cT c 的 偏 导数 项 , 所 构造 出 来 的 扩展 可 积 系 统 与 其 他 文献 不 同 . 
WKI 方程 族 是 指 


ws={[ 5] =r ” (5.152) 
CU bo 


R, BIV = Kaka A" TT, Vm = 


9? 0 
1 1 1 
ai e? 012 2 KE o2 n 
L- 24 Er p Ai p p 
D d5 1492 l H q* -1192 
4i p p 24 4i p p 


c= tlp- Zu) SOOT, 
构造 维 数 为 5 的 loop 代数 G: 


1 0 0 010 000 
e1-|0-10/[|,027|[000]|.063—7]|100 

0 0 0 000 000 

001 000 
€4—|000]|,06—71001 

000 000 
[el,ea] = 2€, len, e3] = —2e3, [e2, 63] = el leie 64] = ed [ei, es] 


= —es, [e2, e4] = 0, [e2, es] = ea. [e3, ea] = es, [e3, es] = 0 
[e4, e5] = 0, ex(n) = ek à”, deg(ex(n)) = n, k = 1, 2,3,4,5 
[ei(m), ej (n)] = [e;, e5]ÀA **^, i,j 一 1,2,3,4,5 
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考虑 下 列 形式 的 等 谱 问 题 
Wir 二 (U, e], X =0 


(5.153) 
U = —iei(1) + qe2(1) + eq*es(1) + use4(0) + uses (0) 


设 


V =>%_oame(ll — m) + bmze2(—m)  iqame»(1 — m) 
-FEC es (—m) 十 sig*ame3(1 — m) + d ea(—m) + fmes(—m)l 


S ui = qu = g", 解 伴随 表示 方程 


V, = [U,V] (5.154) 
得 递 推 关系 
amz 一 E(Uicrmz ~ U2bmz) 
bmzz 十 iiam+l)z = ~—2ibm+iz 
Cmax + iU2am+ti)z = 2icm+1z | (5.155) 


dmz + idm+1 = U1 fmil — Häss ti 一 [VL — 1u1U4Q A1 
fme = ifm41 + EU2dm+1 — EU3Cmr ~ £iu3U3Gm 41 十 4Qm+l 
选取 初 值 ao, bo, co, do, fo 使 得 
2bo; 十 (u1a0)z —0 
2Coz 一 (u280)x —0 
Qor 一 £(u1coz 一 u2boz ) 
ido = u1 fo — U3Q0 一 ?20132400 
ifo + Eugdo — iEu2usaa0 + usao — O 
—2i 2101 . —2iu» 2u4 — 2€u1u2U4 
ag = 00 = p ; CO p ,fo p? 
213 十 2€uju2u3 


0 一 p? 


这 里 p = V/1-— euu. W 
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Vi" SKS THE EE m) + bazeo(n +1- m) 
-Hiu1ame2(2 +n — m) + £cmsea(n + 1— m) 
-Feiusaqex(n 4- 2 — m) + d ex(n +1- m) 
+fmes(n +1- m)| 

则 (5.154) 式 可 写成 


-V(? + (U, v™] 2 v€? — u, v®™] (5.156) 


易 见 左 端 基 元 阶 数 > 1, 右 端 基 元 阶 数 < 2, 所 以 
-V + [U; Vi = [i(u1a541)s + 2ibs is]ex(1) + [ei(u2Qnt1)z 
—2iecnt1z]e3(1) + lidn41 — U1 fn+1 + Usant1 + iuiu2an+1|ea(1) 
+[—ifn+1 — Euzdn+1 + &iuzusana1 — u48n41]es(1) 
= —bnzze2(1) ~ Ecnzze3(1) 十 (一 dnz — u4bnz)e4(1) 
十 (一 euscnz — fnz)es(1) 
取 
Vin! = VE 4 An, An = kiesa(0) + kaes(0) 
则 
~y + [U, AV = —bnzze2(1) 一 scnzze3(1) 十 (一 dnz — u4bnz)ea(1) 
+(— fnr — €ua€nz)es(1) — kizea(0) — kozes(0) + (ik + uika)ea(1) 
十 (一 试 ? 十 &uski)es(1) 
令 
iki Luka = dag + U4bne 
€" + Eu2k1 = Eu2€nz + fux 


为 计算 方便 , 取 <s = 1, 则 得 
u1u2Cnaz 十 Ulfnzr 十 idnz 十 iuaDnz 
kı = 


(5.157) 
iu2Cnz — U2dng + ifnz — U2Uabnz 
p 


k2 = 
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于 是 由 零 曲 率 方程 
U, — VÍ? AJ. v^] 20 
确定 可 积 系 
ui bnzz 
U2 Cnzz 
Ut = 一 
ua kiz 
u4 » kox 
(5.158) 
0 0820 0 一 Cn 一 cn 
om 
|- 0 0 0 f| n| In 
—Áı Bi Di Ci dn dn 
— Áv B» C3 D: 万 fn 
其 中 


1 
ÅA = —y n un).0 十 u1u307] 十 SE 


| d 2 ip 
A = "LA u20^) 一 29 
i ip! 
B= -y e) + u407] 十 vui 


1 / 
B = -lad + ugua40? )] + IL 


/ 


1 + 
C, = ——(ui,0 + u0?) + echt 


p 


1 / 
EPI u28?) 十 pus 


ia, ip io iph 
Di = 一 一 0 Medika =p? 
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根据 (5.155) 式 得 递 推算 子 


P, P 0 0 
Qi Q 0 0 
jð 1, 
L=| -MM — ` an 


一 人 No -Lð —10 一 —M 
p p 


Hert 1 1 L 
P, = 一 0+ 一 0 P = -> 207 t20 
2i 4i p! 4i p! p 


1 1 1 
A: = NAE ;(us — uiuzua)(O NET WER Za "wt 
Da p p p 


1 1 
E ; -1 t, ua? 
Ah 一 " Lë ER " lus — u1u2u3)(0 D TE] ` y ` )9 
Ni = —iu30 + iu3 M, + (u4 — iusua)(0-! v 十 y 9 !)u0* 


1 1 
No = diuo Mo + (u4 一 usual 1 十 — 8t u28? 
P p 


1 Ula. 2 l, 1 u; dë 2 
Qi Ap 907! 29. ,Qa 5;? Ay. -0 
因此 (5. 158) 式 可 写成 
一 cg 
bo 
ut = KL” (5.159) 
do 
fo 


"bug = uà = Ou; = quz = On = p 时 , 可 积 系统 (5.158) 约 化 
为 著名 为 WKI 方程 族 (5.152). 比较 (5.158) 和 (5.152) AP K AL 
的 结构 , 再 根据 可 积 耦 合 的 定义 知 , 可 积 系统 (5.158) 是 WKI 方程 族 
(5.152) IK) EUR G E A, 它 是 (5.152) 的 一 类 扩展 Lax 可 积 模型 . 


5.8 ”多 分 量 可 积 族 及 其 可 积 看 合 
前 面 研究 的 可 积 方程 族 都 是 单 变 元 的 , 事实 上 , 还 有 很 多 具有 物 


理 意 义 的 多 分 量 的 可 积 方 程 族 . 下 而 通过 构造 高 阶 loop 代数 来 研究 
& 4 n BUR AC n PRSE. 
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首先 引入 下 列 记 号 . 
设 向 量 
& = (a1, a2, ,QM) B= (£1, B5, - -- Bu) 
定义 
a * P= B*a- Io, ETE 


利用 此 定义 , 构造 Lie 代数 


Gy = {a = (aij)Mx3s = (a1,a2,03)] (5.160) 
其 换 位 运算 为 
[a,b] = (a2 * b3 — ag * b2, 2(a1 * b2 — az * b1), 2(a3 * bi — a; * ball 
Va, b € Gm (5.161) 
因此 可 以 得 到 loop 代数 
Gy = (aM",a€ Gm, m = 0,+1,+2,...} (5.162) 
[aA*, ban) = fa, bIA™H™, Va. b € Gm (5.163) 


但 是 利用 loop 代数 Gu 不 易 直 接 得 到 多 分 最 可 积 方程 族 . 我 们 构造 
另外 一 个 Lie 代数 . 


1 
1 
定义 5.8.1 令 Tr= |. 是 一 列 矩 阵 , 并 设 
1 Mx1 
h = (Im,0,0),e = (0, Ij, 0), f = (0,0, Im) (5.164) 


其 中 M 是 自然 数 , 定义 其 换 位 运算 为 


(^. e] 一 —[e, h] = 2e, (^, f] = -if, h] = -2f 


fe, f] = -[f, e] =k (5.165) 
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那么 (h.e, f} 与 (5.165) 构成 Lie 代数 , 记 作 Gm. 
Q1 
2! 

定义 5.8.2 如果 ca = . 是 一 列 向 量 
OM 


A = (0, ,0, Iu,0, ,0)MxN 是 一 MM x N Bp, 其 中 IM 是 矩阵 
A 的 第 i 列 . 定义 


a- A=A- a= (0,--- os Er, D ,0) (5.166) 


$ 
sou  h+az- etas: f, b by hb bye ba f 
有 


[a,b] = (a2 * b3 — az * b2) - h + 2(a; * b2 — a2 * bı) -e 
十 2(a3 * bı — 01 * ba) -f 
= (aa * b3 — ag * b2, 2(ai * bo — az * b1), 


2(as * bi — Ai * b3)) (5.167) 


这 恰好 是 式 (5.161), 其 中 
ai = (a, at, UC all, bi = (AD aC, US AOT, = 1,2,3 


利用 Lie 代数 (5.165), 构造 loop 代数 Gn 


h(i,n) = h & Mnt = nA? e(i, n) = eA? 
fin) = fmt 
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2e( 十 不 人 十 DJ 二 7 <2 
Ali, m), e(3, n)] = 
2e(0,m 4n -1),40 3j —2 


füi+jim+n)i+j<2 
—2f(0,m+n+1)i+j=2 


[h(i m), fn) HS 
(5.168) 
Wi m), fU, n)] = LL TENE 
hO, m+n+1)}i+j=2 
deg(h(i, n)) = deg(e(i,n)) = degt f (i, n)) = 2n + i 


i=0,1;j=0,1 


5.8.1 多 分 量 可 积 方程 族 


下 面 利 用 loop 代数 Gy 得 到 多 分 量 可 积 方程 族 . 
考虑 等 谱 问 题 
dereen ) 
= [U, e], A — 0 (5.169) 
JEP u; = in DNH d = 1,2,3,4,5 
令 
V = P (a(0,m) - h(0, —m) + a(1,m) - h(1, —m) + b(0,m) - 


ua Ir 


„u2 * Im 十 


e(0, -m) "un mie), —m)--c(0, m) f (0, —^m)--c(1, m) fQ, —m)) 
这 里 


0 0 1) 1) a? T 
a(0, m) = Tell, ell, all, a(1,m) = (afi as san 


解 零 曲率 方程 


V, = [U,V] (5.170) 
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得 到 
az(0, m) = ui * c(0, m) — ua * b(0, m) + us * c(1, m) 
—u4 * b(1,m), 
az(1,m-* 1) 2 uj *c(1,m t 1) - ua * b(1,m 1) 
Zus x c(0, m) — ua * b(0, m), 
b,(0,m) = 2b(1,m +1) — 2u; * a(0, m) — 2ua * a(1, m) 
+2us * b(1,m) 
b,(1,m + 1) = 2b(0,m + 1) — 2u; « a(1, m + 1) — 2us * a(0, m) 
+2us * b(0, m), 
cz (0, m) = —2c(1, Mm + 1) + 2u2 * a(0, m) + 2u4 * a(1, m) 
—2us x c(1, m), 
c; (1, m + 1) = —-2c(0, m + 1) + 2u5 x a(1,m + 1) + 2u4 * a(0, m) 
—2us * c(0, m) 
a(0,0) = a = (al az , oM)! , 
c(0,0) = b(0,0) = a(1,0) = 5(1,0) = c(1,0) = 0, 
b(1,1) zou, c(1.1) = rus 
a(1,1) = 0, 
c(0, 1) = 3 * Uze +O * Ua 
b(0,1) = Š * is + Q ts, 
a(0,1) = -5 * Ui * U2 


其 中 o; 是 常数 ;i = 1,2,… M. 注意 到 


(éi 一 Y (a(0, m) - h(0,n — m) -- a(1, m): h(1,n — m) 
m=0 
bi. ai. e(0,n — m) +b(l,m):e(l,n — m) 
Zeit. m) - f(0,n — m) t e(1, m) - f(1,n — m)) 
yo? 一 Ain — vi? 
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方程 (5.170) 可 写成 
-VE +U, VY = VO - (v, v] 


通过 直接 计算 有 


Qaz(1,n+1)— ui *c(1, TE Due Os n 4 1) 


-VD + [U,V] = ( 
b,(1,n + 1) — 2b(0, EEN ntl) 


一 2b(1,n 十 1) 十 
Ca (1, + 1) + 2c(0, EH EN 


2c(1,n - 1) 十 
= —2b(1,n + 1) - e(0,0) + 2c(1,n + 2 f(0,0) 

[bs (1, n 4-1) — 26(0, n 7 1) - 2u1 * a(1, n + 1)] - el, —1) 
F[ez(1, n +1) + 2c(0, n +1) 7 2u5 * a(1,m + 1)]- f(1, 1) 
[ac (1, n - 1) — wi * c(1,n - 1) - ug * b(1,n - 1)] - h(1, —1) 


由 零 曲 率 方程 
U, - VO? + [U,V] 20 


可 以 得 出 下 列 Lax 可 积 方程 族 


ui 2b(1,n + 1) 
uz —2c(l, n 4 1) 
ut= | us = —b,(1,n + 1) 4- 2b(0, n + 1) — 2u1 xa(l,n + 1) 
U4 —cz(l,n+1)—2c(0,n+t+1)+2u * a(1, n +1) 
us, —az(1,n 4-1) ui * c(1,n - 1) — uo * b(1,n +1) 
c(0, n 4- 1) 
b(0,n + 1) 
=J c(1,n +1) 
b(l,n +1) 


1 
——a(i 1 
5^ ,n-4 1) 
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bz(0,n) + 2u1 * a(0,n) + 2u3 * a(1,n) — 2us * b(1, n) 
cz(0,n) — 2u2 * a(0,n) — 2u4 x a(1, n) + 2us * c(1,n) 
= 2u3 * a(0, n) — 2us * b(0, n) 
—2ua4 * a(0, n) + 2us * c(0, n) 
—1a * c(0, n) + u4 * b(0, n) 


c(0,n) 
b(0, n) 
=J) | cm) 
b(1,n) 
loa n) 
2 ? 
其 中 
0 0 0 2Im* 0 
0 0 —2lwu* 0 0 
J= 0 2ly* 0 -9 mus | Jz = (AB) 
—2lu* 0 —à 0 uo* 
0 0 up =u —3 
2u, x Q7 lux 0 — 2u; x O7! uox 
0 äus x T Iu EIST 07 us 
EI 2ug x O7 luj* —2us * —2ua x OT luz* 
2us* —2u4 x OO uix 2u4 * AT luz* 
—ua* UA* 
2u; *O7 uas —2ug* —2uj*0-7lu4* ua 
2us * — 2u x OT uax 2uo x wt E — 0147 
B= 2ua * Oius* —2us x dd aan 0 
—2u4 x Olus* 2u4 * O-lu4x 0 


0 0 0 
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Jı, J2 都 是 Hamiltonian 算 子 . 


L = (lij)axs, 其 中 
1 1 
li = ri —39u2* Olu * O4 ug Ü Fus  —us * (ua 
-g59u»)0 "un, 
1 —1 —1 1 -1 
li2 = SES O '"ug*0 — uz * OT ug * "lz 一 u4*)O "wan, 
ð 


d 
l3 = 35 x —uo * OT uj * us * t (u4 * -5u2*)0 lug, 


d - 
l4 = mai us * Us * WE * —u4x)O- lua* 


lis = —Ou4 * +2u2 * O ! (uj * u4 * —ug * U3*) 
121 = E x Tlui *O-ruj*O lus dE * 十 U3* 
aa 0 Tun, 
122 = ? E ju *O lus *Ü—u,* O07lu,* —usx 
SEN * us * +u * O)O lus 
123 = ~u * Tlu; * us * Hu * U3 * uj * OI uz 
124 — BEE *O lus * us * -Gus & aas +u * 0)Ó luas 


Los = Qua * 十 2U1 * aT (u * U4 EIER? u3*) 


— —1 
131 = -3 + ug x OT lux, laa = —us x OT U2* 
l33 一 — Uug * tUg * ƏT ugs, l34 = —U2 * 0 tusx, l35 一 2ua4* 
lai = u * 0 lu, *,l42 一 2 — uj O7 lusx, laa = U1 * O-lua* 
1 
l44 = —'us* —u| * O7 uas, las = 2u3*, l51 = 97 (sus KA 1“ * ø) 


1 1 1, 
152 = —-0-1( gui * Egue * 0) ls = - 39 lu, * us 


| 


1 » 
-30 Lug a ug*,lgg = OT} (u1 * ug * —U2 * uax) 
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L 满足 
c(0. n 4- 1) c(0, n) 
b(0, n +1) b(0, n) 
c(l,On*-1) [L| e(n) 
b(1,n 4 1) b(1,n) 
ga(l n1) 5a(,n) 
因此 方程 族 (5.171) 可 以 写成 
ul c(0, n) c(0, n) 
ua b(0, n) b(0, n) 
ut = u3 = AL c(1,n) 一 Ja c(1,n) 
u4 Ain pn) 
WW See tm (5.172) 


Q 
— — * U2y t Q * U4 
— * Ujlg T Q * U3 
EN n 
— hl a x uz 
Q* ui 


0 


"aM > 1. 方程 族 (5.172) 是 多 分 量 可 积 系 统 . 如 采取 us = ua = us = 
0, 可 以 得 到 非 线性 多 分 量 Schrödinger 方程 族 的 可 积 斐 合 


OH 
TNNT 


[s] 
Uzt = 75 * U2py d Q * Ui * U2 * U2 


5.8.2 XX£ 4g nr ERR a me 


为 了 得 到 方程 族 (5.172) (xx & nl IM SS E, 我 们 将 Lie 
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代数 (5.164) 扩展 成 如 下 loop 代数 : 
El 一 (Tm,0,0,0, 0), e2 一 (0, Im, 0, 0, 0)es 一 (0,0, 45,0, 0) 
= (0,0,0, In, 0), es = (0,0,0,0, Inr), [e1, 02] = 2 
e4 = (0, M,0),es = ( m), lei ex] = 2e2 (5.173) 


[e1, 63] = 一 2ea, [e2, 63] = ex. lev €4] = ed， [e1, es] = —es 


[ez, e4] = 0, [ea e4] = es. [e2, es] = e1, [ea,es] = 0, [es, es] = 0 


pu 
5 5 
a= aie b- M bise € Fm 
i=1 i=1 
定义 换 位 运算 
la, b] = (a2 * bs — üa * b5,2a4 * bo 一 2a2 * bı, 2a3 * bi 
—2ai * b3, a1 * b4 — a4 * bi + as * bs — às * bo, (5.174) 
as * bi — a1 * b5 + aa * b4 — a4 * bal 
得 到 loop 代数 Eu 
Fu = (aM ,ac€ Fy,n=0,+1,+2,..} (5.175) 
其 换 位 运算 为 
om bÀ"] = fa, b] ^*^, Va, b € Eu (5.176) 


根据 loop 代数 Fm, 我 们 很 容易 给 出 如 下 loop 代数 Fu 
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ei(j, n) = eiA? ti i = 1,2,3,4,5,5 20,1 

Zei d j,m t n) irj «2 
2ei(0,m 十 nn 二 1),i 十 j= 二 2 
一 2es( +t jim-4n)icj«2 
—2ea(0, m +n 4-1), - H 
ei c jm nico jc«2 
ei(0,m -n -1,i 7j —2 
eat? t jm n)i4-j«2 
e(0,m--n4l)icjo2 (5.177) 
—esli+jm+n)i+j<2 
~e5(0 m+n +1) i+j=2 
esli+tjim+n)i+tj<2 
e4(0,m -n-1,i-j —2 
est? jm n),icjc«2 
es(0,m --n o 1)i0j -2 
ea (i, m), ea(j, n)] = [es(i, m), es. n)] 

= [ea(i, m), es(j n)] = 0, deg(e; (i, m)) = 2m +i 


le: (i, m), ez(7 n)] = 


i 


lei(i, m), eat, n)] 
ex(i, m), e3(j, n)] = 
ert, m), eG, n)] = 
[e1 (i, m), es(j, n)] = 
e2(li, m), est, n)] = 


ea(i, m), ea (5, n)] = 


E Fy(1) 一 span(e; (n), eo(n), ea(n)}, Pr(2) = span(ea4(n), es(n)) 
5 ur 8] 


Fu = Fu (1)o F2), Fu (1) x~ Gy; [F(1), Fr(2)] C Fu (2) (5.178) 
利用 关系 式 (5.177), 构造 下 列 等 谱 问 题 


Pr = (U. p], Àt =0, 
U = ei(1,0) + u1 : e2(0,0) + u2 - e3(0, 0) 
Jas: €2(1, —1) + u4 < e3(1,—1) + us - e1(1, —1) + us - e4(0,0) 
-Fus : est, OI + ug - e4(1, —1) + ug : eg(1, — 1) 
(5.179) 
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其 中 ui = (ll. ab), UU uy i 一 1, Ut ,9. 
DN 


V= x (a(0, m) - ex(0, —m) + a(1, m) - e1(1, =m) + &(0, m) 


eat, ^m) + b(1, m) - e2(1. —m)  c(0, m) - es(0, —m) + c(1, m) 
:e3(1, =m) + d(0, m) - e4(0, =m) + d(1, m) - ea(1, =m) 
+f0, m) - est, m) — f (1, m): es(1, =m) 
解 零 曲率 方程 , 得 出 
az(0,m) = uy * c(0, m) — ua * b(0, m) + us* c(1, m) — u4 * b(1,m) 
aall, m +1) = ui xe(1, m + 1) — uo * b(1,m + 1) + ua * c(0, m) 
—u4 * b(0, m) 

b. (0, m) = 2b(1, m + 1) — 2ui * a(0, m) — 2us ol, m) 
-F2us * b(1, m) 

b,(1,m + 1) = 2b6(0, mi 1) — 2u; xa(1, 1m + 1) — Zus * a(0, m) 
+2us * b(0, m) 

coll. m) = —2e(1, m + 1) + 2u5 * a(0, m) + 2u4 * a(1, m) 
—2us * c(1, m) 

cz (1,m +1) = —2c(0, m + 1) + 2ua * a(1, m + 1) + 2u4 * a(0, m) 
—2us * c(0, m) 


d, (0,m) = d(1,m +1) +u: * f(0,m) + uz * f(1, m) + us * d(1, m) 
—ug * a(0, m) — uz * bi, m) — ug * a(1, m) — ug * b(1,m) 
d, (1,m + 1) 2 d(0, m + 1) + u1 * f(3, m + 1) + us * f(0,m) 
+us * d(0, m) — us * a(1, m + 1) — u7 * b(1, m + 1) 
一 Le * a(0, m) — ug x b(0, m) 

f; (0,m) = —f(1, m +1) - ua « d(0, m) + u4 * d(1, m) 
—us * f(1, m) — ug * c(0, m) + uz soit, m) — ug * c(1,m) 
Lues a(1, m) 

fz(1,m +1)  —f(0,m 4- 1) &- uz * d(1, m +1) -- u4 * d(0, m) 
—us * f(0,m) — ug * c(1,m -- 1) + us * a(1, m + 1) 
—ug * c(Ü, m) + ug * a(0, m) 
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c(0,0) = b(0,0) = a(1,0) = b(1,0) = c(1,0) = d(0,0) = f(0,0) 
= d(1,0) = f(1,0) = 0,a(0,0) = a = (@1, , au)? 

a(1,1) = 0,b(1,1) = o *uj,c(1, 1) = o * uz 

d(1,1) = a x us, f(1,1) = a *u;,a(0,1) = -5 * 44 * U2 

0,1) 7 

f(0.1) = a * ug — a urs d(0, 1) = Q * ues 


Q 
* Uz + ua (0,1) = 7 * ue +O * ua 


(5.180) 


A 


VU? = Y (a(0m) -e(0,n — m) + a(1, —m) -ei(1,n — m) 
m=0 

-- b(0, m) e2(0,n — m) 4- b(1, m) - eo(1,n — m) 

+ c(0, m): eg(0, n — m) 4 c(1, m) - ea(1,n — m) 

+ d(0, m) - e4(0, n — m) -- d(1, m) - ea(1,n — m) 

+ f(0,m) - es(0, n — m) tf, m) - eg(1, n — m)) 
y? = Any — Vir 
通过 直接 计算 , 有 


VV + (U, VY = —26(1,n4- 1) e(0,0) + 2c(1,n+ 1) - /(0,0) 
t [bz (1, n 4- 1) — 2b6(0,m 4-1) -2u1 * a(1, n - 1)] - ett, 1) 
-F[es (1, n +1) 4 2c(0, n 4- 1) - 2u5 * a(1,n -- 1)] - f(1, —1) 
ct [az(1, n 4-1) — ui * e(1, rn - 1) &- ua * b(1,m + 1)] - (1, —1) 
+de, n - 1) — d(0,m —- 1) — uo * f(1,n 4- 1) -- ug * a(1,m +1) 
ur * b(1,n 4- 1) - e4(1, 1) — d(1, n 4- 1) - e4(0,0) 4- f(1,n + 1) 
-es(0,0) + [fo (1, m -- 1) - f (0, -- 1) — us * d(1,n +1) 
"Fus * c(1,n -- 1) - uz «a(1,n 4- 1)] - es(1, -1) 


因此 , 由 零 曲 率 方程 


U, - V? + [u,v] =0 (5.181) 
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得 出 
“a 2b(1,n.4- 1) 
“2 —2e(l,n + 1) 
» —b,(1,n + 1)  26(0,n + 1) — 2uja(1, n + 1) 
w=|u|= —cz(l,n+1)—2c(0,n+1)+2ua(l,n+t1) 
—Qaz(l,n+1)+uc(l,n+1) — uzb(1,n +1) 
Bi d(1,n 4- 1) 
ur A 
ug B 
ug i 
c(0, n +1) 
b(0,n + 1) 
c(1,n 4 1) 
b(1,n4- 1) 
=J 5a n 1) 
d(0,m 4- 1) 
f (0, n 4- 1) 
d(1,n + 1) 
f (ln 4 1) 


b. (0, n) + 2u; * a(0, n) + 2us x a(1, n) — 2us * b(1,n) 
cz (0, n) — 2u2 * a(0, n) — 2u4 * a(1, n) + 2us * c(1, m) 
2us * a(1, n) — 2us * b(0, n) 
—2u4 * a(0,n) + 2us * c(0, n) 
= —us * c(0, n) + ua * b(0, n) 
C 
D 
—us * f(0,n) — us * d(0,n) + us * a(0, n) + uo * b(0,n) 
—u4 * d(0, n) + us * f(0,n) + us * c(0,n) — ug * a(0, n) 
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c(0, n) c(0, m) 
b(0, n) b(0, n) 
c(1,n) c(1,n) 
b(1,n) b(1,n) 
-(uN) Zeit n) =J, ga, n) (5.182) 
d(0, n) d(0, n) 
f (0,1) f(0,n) 
d(1,n) d(1,n) 
TU, nl f, n) 


= —f(1u,n4 1) -de(l n +1)+a(0,n+1)+uzf(l,n +1) 


—uga(1,n 十 1) — uzb(l.n 十 1) 


= —fn-o1)- f(0,n4 1) t usd(1, n 1) — ugc(1,n +1) 


+uya(l,n + 1) 


0 0 0 2lw* 0 0 

0 0 —2Im* 0 0 0 

0 Zi 0 -à -u+ 0 

—2Im* 0 mi) 0 uz» 0 

= 0 0 uix 一 U2* 一 元 0 
0 0 0 0 0  Iw* 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 -U7* —2ue* Jus 

0 0 —ue* 0 2u;* 0 


o o o o o CH 


Zu 


0 


0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


o o oc o o c 


一 日 "uo* 


—Iw* VE? — 


C = d,(0,n) — uz * f(0,n) — ua * f(1,n) — us * d(1, n)ug * a(0, n) 


+ uy b(0, n) + us * a(1, n) + ug * b(1, n) 


D = d,(0,n) — uo * f(0,m) — us * f(1, n) — us * d(1, n) + uc * a(0,n) 
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+u7 * b(0,n) + ug * a(1, n) + ug  b(1, n) 


2u; *O^ lux 
ð —2us #0 "us 
2us x O uix 
Zus * —2u4 x Ó ^ uix 
M 一 —'ua* 
-1 
ug *O ux 
-1 
us x —u7 *O uix 
-1 
ug*O "ui* 


Ug * — Ug * 0 uix 


—2us x —2ui x O^ 5 uax 
Du2 * O lua 
—2ua x OO lug 
2u4 * O ua 
N= 0 
ug * —uc * lua* 
2d 
U7 * O UE 
—ua*OÜ lus 


ug a O- lua 


根据 (5.180), 得 到 递 推算 子 
L= (5 Wi 


0—2ui *0 ux 
Dro x 0 lua 
—2us x —2us x O^ Luz 


2u4 x OT lug* 


UA* 


u7 * —uc * Juan 
E 
uy * OO uox 
ug * — Ug * O lusx 


— ug * 07 luzx 


2u * AT lug* 
2us a —2us * T lua 
2u3 * O7! ugs 
—2ua4 * Olus* 
0 
-1 
us zl ua* 
ug 一 也 7 * 07 us* 
-1 
DEET TEE 


— ug * O^ uas 


HERE 0 0 0 0 
—u4* 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
2ug* Ó  —Uuso* —usk —U3* 
2ug* —ug* O -—Uua4* Us* 
0 —us* —ua* 0 0 
0 —u4* Uus* 0 0 
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其 中 
Mi Ni hn Qs WA 
M3 N2 P; P, Wa 
Tı ~u x AT lugs —us x +u2 * O lus« Hi 2uíx 
Tə 5 — ui x T uas ui*Ó Tous H3 2us* 
L= | m aoiu- pue) -30 ns Hs Ss 
M3 N3 ha Qi Ri 
Ma Na Ps Q2 R2 
Kg uz x —tugÜ Juan ue * Ü luan Ha 2ugx* 
S5 0 ur a tuz x ug» Hs 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
L2-| 0 0 0 0 


Kı —Ous * ua * Ó Ut —Ous * —uz * Ua —Õu3 x Liz * us* 
Kz 0) —us*ug* —us*  —ÜOua* —ua * us* Üus * —u» * us 
d —ui* —"U5* —u3z* 


U2* —à HE —As* 


Ti = -? +u *O lul* 

Ty = ul *O lui* 

T; = ONE * ED * Q) 

S; = ug * O^ lu; * 

S = u7 * ÖT lu, x en 

S4 = 07! (u1 * U4 * —ua * Us*) 


Wi aa * +2uz * OT! (u1 * u4 — ug * ug) * 
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Wz = Qua * +2u1 * 0 !(u * U4 一 U2 * ua) * 
1 
M3 = Oue * ôT lu, * Jd- uo * Ug * "aile * Qu, *O 
ug *O lug * ug *O lu, * 


1 
Ns = O(u; * —ug * Ó ua) 一 EN * Qus * Ó— ug * ÖT lua * 


uz Ê — uj *Ó lug«) — ug *O ug * ug * 
P, = Oue *O lug * us * ug x —ug* O uj * ug a +ug * d ug a 
Qı = (ug * —ug * Q lux) + uo * uz * O7 u4 * +ug * 0 luz * us * 
—Us* U7 * UI * U7 * ƏT lua * —ug x T Taas 
Hi 一 —uo* 9 lu, * 
Ha = TE * —U1 * 0 lu, 
LEET UE E STEET + u4 * 
Ri = 20ug * —2ug * ug x 4-2ug * Ó (uj * u4 — uo * ua) * 
二 2U3 * uy * 


0 — 
M4 = Oug * —Our x A Tat * Lug * OQ lui x Laien G — u2*0 ED 
"an DEI 交加 十 27 * O^ lug x —ug * tg * alu x 


Na = U2 * U7 * EE x OT ug * Ö — uy * OT luj*—ug*O lus * 
P; = Oug * —ðu7 * O lug * +U2 * ug x OT ug * te * us * 
—uz * ug x OT lua x —uz* ÔT u * us * +ug x O lug * 
Qo = Ou; a OT lug * us * ug * +u7 * OTua * us * —ug* O ^ua * 
Ro = —Oug * -+uz * Ug * —u4 * ug Huy * OT! (UL * ug * —ua * uax) 


9 
Qa —us* 0^ lus * U5 * +(3u2 * —u4*)07 tus * 


l. — 
H; = -50 lu, * ugs, H4 = ug * —ug * OL u4 * 


Hs = —uz x O7 uas, Ki = 0? — us * us * —us* 
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这 里 的 Ma Ni, Pi, Mo, No, P, P 与 式 (5.172) 算 子 工 中 的 一 样 . 因 
此 , 系统 (5.182) 可 以 写成 


ui c(0, 1) 
uz b(0, 1) 
u3 c(1,1) 
us b(1,1) 
u= | us | =AL” 5^, 1) (5.183) 
ue d(0,1) 
U7 f(0,1) 
We d(1, 1) 
u), f(1,1) 
c(0, 1) 
b(0, 1) 
c(1, 1) 
b(1, 1) 
= In) Zeit 1) (5.184) 
d(0, 1) 
f(0. 1) 
d(1, 1) 
f(1,1) 


根据 可 积 耦 合 的 定义 , 系统 (5.183) 和 (5.184) 是 多 分 景 方程 族 (5.172) 
的 双 多 分 量 可 积 耦 合 . 


5.8.3 ”一 个 多 分 量 高 维 loop 代数 及 其 应 用 


下 面 以 已 有 的 - :个 Lie 代数 为 基础 , 通过 线性 组 合 得 到 了 二 个 6 
维 的 Lie 代数 , 然后 构造 出 相应 的 loop 代数 , 作为 应 用 ， 利用 其 中 " 
个 loop 代数 获得 多 分 量 AKNS 方程 族 的 扩展 可 积 系 统 , 给 出 了 求 可 
积 耦 合 的 一 种 简便 方法 . 

Lie 代数 A; 的 二 个 子 代 数 : 

Au = span {h, e, f) 


174 孤立 子 理论 与 可 积 系 统 


a Ce A) 


HEN Mee ECH A 
换 位 运算 为 [h,e] = 2e, [h, f] = -2f. le, f] 


Àj» = span (^, e4} 


2. 1/10 1/01 
BEE EE 


换 位 运算 为 [h, e+] = ex. [e-, e4] = h. 这 里 span 表示 张 成 的 子 空 间 . 


a = aih + age + as f, b = bih + boe + ba f 


则 利用 Lie 代数 An A: 


[a, bli = (a2bs — à3b3)h 十 2(a102 a201)e d 2(a3bı aibs) f 
2305 — asb 
= 2(a409 一 a251) 
2(aab; 一 aıb3) 


[a, bl2 一 (a3b2 azb3)h d (alp3 asbi)er 十 (aiba 一 a2b1)e- 


Q302 — à3b3 
三 obs — a3bı 
aiba 一 a2b1 


今 R3 一 {X = (a1, a3, a3)? } aili = 1,2,3) 是 纯 量 或 函数 ， 作 映 射 
rm Ah, IT 7 | 则 可 验证 是 一 个 同 构 映 射 , 因此 


Q3 一 Q1 


R? 是 一 个 Lie 代数 , 其 中 的 换 位 运算 为 [a, b), [a, b]2. 
考虑 线性 空间 


利用 Lie 代数 Aio 有 : 
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aili = 1,2,3,4,5,6) 是 纯 量 或 函数 . 
设 Ce 一 aah 十 Q5e 十 às f, d= bah 十 bse 十 be f, 在 ye 定义 下 面 两 个 运算 


Q2b3 — a3b» 
2(alpo — a3b1) 
lab} = ( la, A: ) H 2(a3b1 — a1b3) 
Jo, d]1 + [c, b] azb 一 a6b2 + agb3 — aabs 


2(a1bs — agb + a4b2 一 a3b4) 
2(aab4 — a4b3 + agb 一 aibe) 


302 一 a2b3 


Qa1b3 — Q3b1 
[ab] a = [a, b]2 u a103 一 aab 
H 2 一 一 
[a, d]2 十 [e, bl2 azbs — asbs + asb2 一 Qa2be 


Qaibe — agb1 + a4b3 一 a3b4 
aibs 一 asb1 十 aabo — a3b4 


可 直接 验证 : 
(a. bj 一 一 也 aj, , 1a. b}» — - (b, ajo 


(ahh, c) 十 (05. c) oh, 十 (16a), 0); EIER 
因此 ,V5 在 (a,b), 和 (a.b), 都 是 Lie 代数 ， 若 设 {a(m), b(n)}; = 
(a,b), A^ ^^ (i = 1,2) 则 得 二 个 相应 的 loop 代数 . 

为 应 用 方便 , 可 定义 V6 的 一 组 基 , 使 得 Ye 在 {a,b}; 下 Lie 
代数 与 所 得 Lie 代数 等 价 ， 比 如 , 令 el = {1,0,0,0,0,0} ,ez 
(0,1,0,0,0,0)7,..- e; = (0,0,0,0,0,1)^ , 定义 它们 的 换 位 运算 
为 : 


1i 


en, €] = €3, len, €3] = ez, [e; €3] = 一 en e3, €s] = [e6, e2] = e4 


€1, €] = [ea, e3] = €5, [e1, es] = [e4. e2] = C6, fei, ea] = [ez, es] 


le, ec] = [e4, 6s] = Jeu, ec] = les, €s] = 0, [ej 6] = 0,1 < j < 6 


| 


6 6 
ü = d Gj€i, b= d bici 
i=1 i=l 
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则 
[a, b] = (asba — aabs)el + (a1bs — aabi)ea + (a1ba — azbı)e3 


十 (aabs — Q5b3 + agb2 一 a2be)ea 十 (aibe — àgb1 + a403 一 0304)es 
-F(a1bs — asbı + aabz — a2ba)ee 一 (a, b), 
由 此 可 见 , 利用 (ei) 对 应 的 loop 代数 设计 的 等 谱 问 题 与 (a,b). 
是 一 样 的 
考虑 下 面 的 广义 等 谱 问题 : 


| (Be + £8.) = ERY (5.185) 


-EVs = (P - £Q)U, & —0 


其 相 容 性 条 件 为 


P.-0 
P, — Q: +[P, R] 20 (5.186) 


由 此 得 广义 零 曲率 方程 : 


I (5.187) 


取 
Q = (4,q, r,0,u1, u2)", P = (k,0,0,0,0,0)7 
R= (a,b c, d, f, h)” = > [a e1(—m) + bmez(—m) + cmes(—m) 
+dmea(—m) + fees -m) + hmee(—m)] 
AR ET SE DROP 
d 


a, R7 [IP Q. RI (5.188) 
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得 递 推 关系 


amr = —QCm + rbm, cm+i = bmz — Kcm + Tam 

bm+1 = Cmz — kbm 十 dam 

dmz = —ghm + ?fm — Uicm + ubme | 

hm+1 = fms — khm 十 rdm + Hätten (5.189) 
hmz = fm+1 + kfm — gdm — uiam 

ao = a, bo = co = fo = ho —0,a1 = 0,51 = aq 


cl = ar, fı = aui, hi = auz, dı = D 


n 

记 nC? 一 D (am, bm, Cm; dm, fm, hs) 1 A77, ni? 十 R® = A" R. 
m=0 

则 方程 (5.188) 可 写 为 ; 


2 
Or 


ð 


RP + [P +Q. RØ] = 元 


R® —[P+Q,R®] (5.190) 
(5.190) 式 左 端 所 含 基 元 阶 数 0, 右 端 所 含 基 元 阶 数 <0. 因此 (5.190) 
式 两 端 所 含 基 元 阶 数 为 0. 于 是 
- a RU + [P +Q, RP] -oraea(0) — bnr1es(0) — fmt1es(0) 
— fn+1€6(0) = (0, gun, 054, 0, bann, — bail 


20 RC) = RO, 则 零 曲 率 方程 (5.187) 确定 可 积 系 


Cn41 
bn+1 
Utn 一 一 
ui haa 
“2 ia Mna (5.191) 
0-10 0 bai 
1000 一 Cn 
E Cn41 二 JP 
000-1 fua 
0010 hn 
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其 中 J 是 Hamilton 算 子 . 根据 递 推 关系 (5.189) 可 知 : 


P. 一 LP, 
jtrn 
06-17 一 天 一 二 00-:!0 0 0 
L= —0 — rü-ir —k — rü-!q 0 0 
oi lug + u8 tr A BE 
—rÜ^!ua — nai lr réi lan — u307!q C D 
其 中 


A = q07 lui + u107!q, B = -k + qtr 
E = —0--q07q,C = —ô — rôtir, D = —k — rô lg 


TÆ (5.191) 可 写 为 


aq 
bes 

um = JL” T (5.192) 
Qu; 


—au» 


CAE ua = u = 0 Hj, 系统 (5.192) 约 化 为 著名 的 AKNS 方程 族 . A 
此 可 视 (5.192) 为 AKNS 方程 族 的 扩展 可 积 模型 , 也 是 AKNS 方程 族 
的 一 类 可 积 耦 合 . 容易 看 出 ,JL = L*J, 因此 (5.192) 是 Liouville 可 积 
FERA. 


5.9 (24-1) 维 多 分 量 可 积 系 统 及 其 可 积 耦 合 


gr IL. 我 们 通过 构造 低 维 等 谱 问题 得 到 了 一 些 著名 的 方程 . 
现在 给 出 一 个 (2+1) 维 等 谱 问 题 , 利用 loop 代数 A, 得 到 可 积 方程 
Jk. 通过 扩展 的 loop 代数 得 到 其 可 积 耦 合并 利用 Gu 得 到 多 分 景 可 
积 系统 及 其 相应 的 可 积 耦 合 . 
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5.9.1 一 个 (24-1) 维 的 可 积 系 统 


零 曲 率 方程 
Uw — V; + [U,V] = 0 (5.193) 
可 以 写 为 (2+1) 维 的 形式 | 
U, — V, + [U, V] + Vs — Us = 0 (5.194) 
上 式 满足 下 面 Lax 对 的 相 容 性 


MN 


5.195 
Pt = Pr +V, A =0 ) 


我 们 想 利用 (5.194) 或 (5.195) 式 来 得 到 一 族 孤 立 子 方程 , 而 个 是 单个 
的 方程 . 下 面 我 们 以 AKNS 等 谱 问 题 为 例 来 说 明 这 种 思想 . 
考虑 loop 代数 


on 


[h(m), e(n)] = 2e(m + n), [h(m), f(n] = -2f(m n) (5.196) 
(e(m), f(n)] = h(m +n), 
deg(h(n)) = deg(e(n)) = deg(/(n)) =n 


利用 (5.196), AKNS 等 谱 问 题 可 以 表示 为 : 
Pz = Up, U = —h(1) + qe(0) 4 rf(0) (5.197) 
其 中 qun 为 位 势 函 数 . 


令 


C —à 


V= (: b ) = ah(0) + be(0) + cf (0) 
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其 中 a= 》 amA mb 一 A. BA "C= A. CRAT. 


m2>0 m20 m20 
解 静 态 零 曲率 方程 
Vy — V; = [U, V] (5.198) 
得 到 
Amy = Gem — Tbm 十 amzy2bm+l = —bmy ~ 28m + bmz 


Dean A1 = Cmy — 2ram — cmz;bo = Co = 0, ao = Oe Ou — H 


Q Q 
b; = —aq,c; = —QÀ, a2 = -34" b; = 3 (gy — qr) 


Q Q 
C2 = 5 (s 一 ry), a3 = "iu — rds 十 grz 一 dry) (5.199) 
Q Q 
b3 = 3 (dry Qrr dyy) T "LA 
Q Q 
ca = gere Tyy — Tzr) + "d 
id 


ve = 》 (amei(n — m) + ba es(n — m) + es es(n — m)) 
m=0 
V(? + y? 2 Au 
直接 计算 得 
-V + [v v£?] + vi? = 2660) — Zeen (0) 
dE ROTE 
U: - Ua - Vf) + [U. VE? | e VI =0 
得 到 (2+1) 维 的 AKNS 族 


qt = Je = Zen (5.200) 
Tt — Tr = 一 2cn+i 


4 n — 2, 系统 (5.200) 约 化 为 下 面 的 非 线性 演化 方程 


Q 
qt = dz + 5 (dan qaxr dyy) 十 agr 


a . 
5 Tay ryy — Tzr) agr? 


(5.201) 


Tg — Ty 
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4 n — 3, 系统 (5.200) 约 化 为 (2+1) 维 耦 合 方程 


(gqzr — qqyr) 


[o 3a 
| qt = qz 十 gte 一 3gryy 一 Qzzz 十 dyyy) 十 3 


a 3a 
Tt = Tr 一 ger 一 3rzzy — Tyyy 十 rzzz) 一 TA — rraq) 


(5.202) 


5.9.2 扩展 可 积 系统 


根据 可 积 耦 合 的 定义 , 系统 (5.200) 的 可 积 耦 合 是 扩展 可 积 族 . 


考虑 loop 代数 G: G = span{ei(n),i = 1,2,3,4,5) 且 换 位 运算 
为 


n)] = 2e2(m + n), [ex(m), eas(n)] = ~2e3(m + n) 


1)] = elm + n), [esém), e4(n)] = eam + n) 


s(n)] = e4(m + n). [es(m), ea(n)] = es(m + n) 


( 
(n) 
e (m), es(n)] = —es(m + n), [e2(m), ea(n)] = 0 
( 
( 


,es(n)] = [ea(m), es(n)] = 0, e(n) = ei S à” 
ei(m), e;(n)] = [ei 65] ^", 1 < i,j € 5, dege;(n) =n 


在 loop 代数 G F, 解 静态 零 曲率 方程 
X [(amy 一 amz Je1(—m) 十 (by 一 bag )es(—m) 


` +(Cmy €mz )ea(— mit (d my dix )ea(— m) 
t(fmy = fma)es m n)] 


(一 
= Y, [(-~ei(1)+ u1e2(0) 十 waes(0) + usea(0) + Uaes (0))ame1(—m) 
m>0 


Eb, eo(—m) 十 cmes(—m) + dnea(—m) + fmes(—m)] 
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CH 
2 (uaz — uzy) 


182 
得 到 递 推 关系 
Gmy 二 Ulm 一 U2bm 十 Ganz 
2bm+1 = bma 一 bmy 一 Zu gan 
2Cm41 = Cmy 一 bma 一 2u2üq, 
dm+1 = dmz — dmy + Ui fm — U3am — Haben 
fma = — fme + fmy — adm + U3Cm 一 24Qm 
ao = a, bo = co = do = fo=0,a1=0 
bı = 一 aulycl = OU, dı = aus, fy = —oua 
a a 
Q2 = SCH = 5 ty 一 Uia), C2 = 
do = o(uas — U3y), fa = o(uas — uay) 
Q 
a3 = 4 unns 十 uouiy 十 uijuar 一 HIEN 
a 
b3 = 1 (2uizy — Miss — Uiyy) +í ES 
CH 2 
ca 一 本 (2uazy U2yy 一 U2zz) 十 Sužu 
d3 = Qt 人 (ua3zz 一 2u3zy 十 U3yy + uiuag 一 UlUay 
1 1 
二 一 UU2U3 一 =Uyu4 + 二 ULzU4 
241 2. SEA 
fs = Q| —Usyy + 2UAxy HEES? U2U3zr + U2U3y 
1 
—us(uay 一 uax) 十 gua) 
ii 


(5.203) 


yt? = 》 (amei(n — m) + bmez(n — m) + Cmea(n — m) 


m=0 


+dmealn — m) + fmes(n — m) 


y (9 — ny - y? 


我 们 得 到 -V + vt? + qu vi" 


ds 41e4(0) 一 frries(0). 令 yon) = vt", 由 零 曲 率 方程 


U: Us — V? + VY + (U, V? 


=0 


= 2b, rie2(0) — 2cn41es(0) 十 


(5.204) 
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确定 可 积 系 


uit — —2b444 + Uiz 
U2t = 2Cn41 十 UV2z (5.205) 


U3t = —dn+1 + usas 


Uat = Jain + Uar 


Saun =q, uz — r,us = ua = 0,(5.223) 式 约 化 为 (5.218). 因此 (5.223) 
E (5.218) 的 扩展 可 积 族 ， 利 用 (5.223) 式 我 们 可 以 得 到 (5.219) 和 
(5.220) 的 扩展 可 积 模型 . 例如 , 令 = 2, 我 们 就 可 以 得 到 (5.219) 的 
扩展 可 积 模型 : 


c 2 
Uit = 5 Quisy Wirz — Uiyy) T Oud ua 十 ?lz 


8 ( — 3 — 2 
uot — 了 U2yy + U2zrz U2zy) ADM 


1 
Uat = G(—Uaxya + 2uazy 一 Uayy 一 QIUW4z 十 UiUaY 一 EREM 


1 
TtUiyla zeng) F äs 
1 
Ust = Q(—Usyy 十 2üazy 一 Häss 一 Ua + U2U3y 十 FUZUL 
1 1 
guzy + ENEE + uas 
5.9.3 多 分 量 可 积 系统 
引入 如 下 定义 
定义 5.9.1 
Gm = {a = (aij)uxsa = (41,42,43)} (5.206) 


其 中 a; 代表 矩阵 a Hi 列 , 是 已 知 正 整数 . 
定义 5.9.2 di 


o Ion, on, aM) ,B= (F1, a, , Guil 
是 两 个 向 量 , 定义 它们 的 向 量 积 Qa x* 86 为 


a * B ans Toi, aaBo, n Br). (5.207) 


184 4f or Ee 5 wp IR A SR 


定义 5.9.3 X 
a = (01,02,03), b = (bj, b2, b3) € Gm 
具 换 位 运算 [a, b] 定义 为 
[a,b] = (a2*b3—as*b2,2(a1*b2—a2*b1),2(a3*b1—a1*bs)) (5.208) 


定义 5.9.4 ZS 


Gy = (aM a € Gan = 0,+1,+2,...} (5.209) 
有 如 下 的 换 位 运算 
[aX™,bA®] = [a, b] A t”, Va, b € Gm (5.210) 


根据 (5.206)~(5.210), 我 们 可 得 Gu 是 一 个 loop 代数 . 
考虑 等 谱 问 是 


v1 pı pı 
p2 2 , p2 

= . t (A217, gr), . (5.211) 
QM y VM. QM 


Hp, Im = (LI. , UI Ar: q 一 (qd1.42; 7 sqm)”, 
7 = (riyra, dTM 


今 


V = 5 (am, bm, Diät T?” 


m>0 


IP o = (ami Hai," amA). bm = (bmi : bm2: Utt bar), Cm = 


， a ， T 
(C1 Cm2: NW Cm M) ` 
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解 如 下 方程 
[27751 Gm bmi 
Am2 Gm2 bm2 
m2>0 
Gm M Gm M bM 
y T y 
Cmi Cm1 
Cm2 Cm2 
— 入 一 2m 
CmM y Cm M 
2 一 2 
= >, [(X fu, gr), (am, bm, Co (A m] 
m>0 
pA 
得 到 
Gm1 qi Cm1 rı 
Gm2 qa Cm2 T2 
= * 一 * 
GmM y dM CmM TM 
T 
十 (amı, Gm2,777 : GmAM )s 
bm+1,1 boi qı amı 
bm+1.2 bm2 q2 Gen? 
一 一 一 2 * 
bm+1.M bmM y QM Om M 
Cm-F1.1 Cm1 Ti Do) 
Cm4-1,2 Cm2 T2 Gm2 
二 —2 * 
Cm-41.M CmM y TM rm M 
boi Co1 0 CQ1 
boz C02 0 Q2 
01 


一 . 一 ` On 


bom COM 0 OM 
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o1 qı o1 Ti 
Q2 q2 Q2 T2 
bi 一 一 . 3C1 二 一 . * 
OM qM OM TM 
(5.212) 
id 
vt? — Y (am, bm, Cm) Än 72m. 
y? — Ain vt? 
直接 计算 得 


-V(9 4 vf? + [U,VEY] = (0, —2bn+1; Denn) 
4 vo =V”, 解 零 曲率 方程 

U: — Us - V? + [U. V9] + VÍ? =0 
得 到 (22-1) 维 的 多 分 量 可 积 系 


qı bn+1,1 
Ó q2 2 bn+1,2 
ER . m . 
QM bn+1.M (5 213) 
rı Cn+1,1 
d T2 2 Cn4-1,2 
Ow B 
TM Cn--1,M 


我 们 考虑 (5.213) 式 的 约 化 情况 . 例如 , 在 (5.213) 式 中 令 n = 2 得 到 
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(2+1) 维 的 多 分 量 的 耦合 演化 方程 


dl Ql1 qı qı qı 
q2 1 a2 2 q2 q2 q2 
= 一 * — — 
2 DH 
Ou /, M qM zy qM / ox qM vy 
qı Ql qi qı Ti 
q2 O2 q2 q2 T2 
十 . 十 . * . * . * . 
QM / , OM QM qM TM 
Ti [921 Ti Ti Ti 
T2 1 G2 2 T2 T2 T2 
一 一 一 E -一 一 
: 2 : : 
rT 4 
M/, OM TM zy TM zr TM vy 
T] OI qı Ti Ti 
T2 [27] q2 T2 T2 
十 . — . * * * . 
TM z QOM GM TM TM 
(5.214) 


5.10 tr Lie 代数 的 子 代数 及 其 相关 的 两 类 


loop 代数 
由 于 利用 层 格 式 获得 可 积 系统 时 , 首先 要 使 静态 零 曲率 方程 
V, = [U,V] 必须 有 解 , 且 该 解 要 用 循环 算 子 来 表 出 , 这 就 要 求 U 中 的 
mée A 的 次 数 不 能 过 高 或 过 低 , 这 无 疑 限制 了 等 谱 问题 的 建立 . 部 
福村 教授 提出 了 一 个 解决 途径 . 即 寻 找 loop 代数 A1 的 子 代数 , 使 其 
邻 基 元 中 A 的 次 数 差 大 于 1. 基于 如 此 , 构造 了 二 类 便于 记忆 的 和 
次 数 养 为 2 的 loop 代数 A, 的 子 代数 , 选择 其 中 一 个 子 代数 利用 屠 格 
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式 获 得 了 - :类 可 积 Hamilton 方程 族 . 本 节 利 用 此 思想 , 构造 了 Lie 代 
数 As 的 一 个 子 代数 As, 适当 选取 谱 参 数 和 的 次 数 养 为 2 的 阶 数 , 得 
到 了 一 个 loop 代数 . 其 实 是 loop 代数 42 的 一 个 子 代数 , 记 之 是 As, 
利用 As 设计 了 一 个 等 谱 问 题 , 利用 屠 格 式 得 到 了 一 个 新 的 Liouville 
可 积 Hamilton 结构 . 作为 其 约 化 情形 , 得 到 了 一 类 非 线性 有 理 分 式 
型 演化 方程 . 并 将 Lie 代数 4，1 = sl(n, C) 作 直 接 推广 , 得 到 新 的 
Lie 代数 Až = gl(n, C). 为 应 用 方便 , 本 节 只 考虑 AS 情形 , BHE 
T A3 的 一 个 子 代数 . 通过 基 元 阶 数 的 适当 选取 , 得 到 一 个 loop 代数 
Az, 利用 Az 构造 了 一 个 等 谱 问 题 . 由 层 格 式 获 得 了 男 一 类 新 的 可 积 
系 , 也 具有 双 Hamilton 结构 , 日 是 Liouville TRKI. 作为 共 约 化 情 
É, 得 到 了 AKNS 型 的 可 税 系 和 一 类 广义 耦合 Schrödinger 方程 . 


5.10.1 Lie 代数 A, 的 一 个 子 代 数 及 其 相应 可 积 系 
考虑 一 组 3x3 和 矩阵 


10 0 001 100 
€1 = 00 0 ,e2 = 000 |1,e3= 0 —10 
00 一 | 100 0 0 0 


00-1 (5.215) 
e4= | 00 0 |,lei,e2] = 72e. 101,63] = 0 
10 0 
[e1. e4] = —2e2, [ez, e3] = ea. lez; ea] = 2e1. [e3, e4] = en 
id 


4 p 4 , 4 
a = > aje;,b = 1 TES 》 Ciei 
i=l 5 7 4-1 507 i-i 77 


其 中 aibi cili = 1,2,3,4) 为 常数 或 函数 , W 
[[a, b, le] + (0,cl,a] + lle,al,0]=0 


BH Jacobi 恒等式 成 立 ， 因此 算 阵 (5.215) 构成 了 Lie 代数 42 的 一 个 
子 代数 , 记 为 42. 


4 eln) = ey & A71 三 eA e(n) = e3A?^-l ezln) = 
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c3A2 ea(n) eu", WA 


i es(n)] = —2ea4(m +n — 1), [es(m), e4(n)] = —2es(m + n) 

[ez (rn), es(n)] = ea(m + n — 1), [e2(m), e4(n)] = 2ei(m + n) 

MM ea(n)] = —e2(m + n), [ex(m), es(n)] = 0 

deg e1(n) = deg es(n) = deg es(n) = 2n — 1, deg e4(n) = 2n 
(5.216) 


于 是 (5.216) RA loop 代数 Aa 的 一 个 子 代 数 , 记 为 Ao. 利用 As, 设 
计 等 谱 问 题 


入 十 入 0 一 一 5 
pz = Up, Au =0,U 0 A 0 (5.217) 
r q 
一 十 5 0 一 二 
+s P 
4 
a b 
一 0—--— 
À A 
V = 0 0 0 
二 十 c0 -2 
A 
共 中 
Q 一 》 amA 2",b = 5 AT mee 5 Cm A7? 
m>0 m>0 m20 
解 静态 零 曲 率 方程 


= [U,V]; (5.218) 
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得 递 推 关系 
bm+1 = bmzz + 2(gcm)z — 2(sam)z — 2gb,, 十 27am 
Cm+1 = —bmz 一 2qcm + 25Qm, Amr = 27Cm — 28b 
bo = co = 0,a9 = a = const., a4 = 20s°,b1 = —20o5, 十 2ar 


c, = 2as, a2 = Aa(rs, — rss) — 2ar? + 4ass, — 2os2 
—8oqs? + 6as4, b» = 一 2aszzz 十 2arzz 十 4a(qs)z 
—4a(s?)s + 4agsz 一 4agr 十 4as?r 

C2 = 20s44 — Mett, — denges + Aes, 


(5.219) 


vt? 一 Kl (a ex(n — m) + b es(n — m) + emea(n — m)) 


Vi) = xy — y(? 
则 (5.218) 式 可 写 为 


-vV 4 [U, vf?] = v9? — (u, v®™] (5.220) 


易 验 证 (5.220) 式 左 端 基 元 阶 数 (deg) > —2, A mæ —1. DNI 
此 (5.220) 式 左 、 右 两 端 基 元 阶 数 为 —2, -1 于 是 


-vip + [U, vt" = Cn41€2(0) + (Entia + baa1)ea(— 1) 


ii 
Vin) = vir 十 An 
取 修 正 项 
An = (一 各 + zn)ea(0) 
MERRIE 


U, — Vf? + [U, V1 2 0 (5.221) 
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确定 Lax 可 积 系 


T 
2s(—b, + ja") 


T 
一 ( bn 十 an )z Cn+1 


3 Q 


Uta, 二 
r 
tn —bn + 一 an 
r q 
nz + q (bnz + Cn+1) 


: T 
一 (—b, 十 一 an Ja — €n41 


(5.222) 
—bn 十 Gn 
8 ra T 
2 2q 2q 2an 
la -2 1 ||% - JG 
i 2g 2 2 n EDU 
r d 0 一 2cn+1 
2q 2 
这 里 J 是 一 个 辛 算 子 . m (5.219) ^m 
Gn = LGn-1 
Hp 
A B 20-7lr 
q 2 , $9403 < 
L= 970 — 20s + 2r O* + 202 — 2q 0 
T 
282s — 9220 — 20v —0? — 202s + 20g —2q 
T 
A = 407150 — 40-!sr — 20-1 Éo 
2 T 
B = —28-189? — 49-192... 497 1gs 
T 
所 以 ,(5.222) 式 可 写 为 
q [27 
us =|r = Jim 0 (5.223) 
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W n = 1, 81 (5.223) 式 约 化 为 一 个 非 线性 演化 方程 


直接 计算 知 
QU oU 2a oU 2b 
A AER 

a 

入 


QU aU 2rb 
REN 


EDU 
将 其 代入 迹 恒等式 , 得 


2a 
ó 2rb o X 
2 £T9Y 2-8 y 2b 
ju (5 x) À z^ 2? (5.224) 
A 
—2c 
比较 A7?" 的 系数 , 有 
Z (a441 — 2rbn) = (-2n — 2 + y)Gs (5.225) 
将 (5.220) 式 中 的 初 值 代入 (5.225) SX Atl y = 1. 因此 
AH, — 
ôu — Cn 
其 中 H, = mt 为 Hamilton 函数 , 于 是 得 到 (5.223) 式 的 
Hamilton 结构 
AH. AP, a 
un =J Su =K Su (5.226) 


其 中 天 = JL, 可 验证 算 子 了 = aJ 十 bK 是 一 个 辛 算 子 OX a,b 为 
实数 或 复数 ). 因此 {J, K} 足 一 个 算 子 对 ,(5.226) 式 是 (5.223) 式 的 双 


Hamilton 结构 . 
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易 验 证 JL = L'J, 于 是 (5.223) 式 是 一 个 Liouville 可 积 的 双 
Hamilton 方程 族 . 


5.10.2 方程 族 的 一 类 扩展 可 积 模型 


我 们 先 构 造 loop 代数 A, 的 一 组 基 元 , 然后 再 作 恰当 的 代数 变 
换 , 构造 出 一 个 高 维 Loop 代数 G. 
取 Lie 代数 Ai 的 一 个 基 为 


_ EE UE ol EN 
e = ,€2 = :€3 = 1, €4 — 
0-1 10 -10 
(5.227) 


[61,62] = 264. [61,64] = 262, [62, 63] = —264 


[62, ča] Aën, [£1.63] = 0 


i: 这 里 之 所 以 取 čz = 61, 是 为 了 与 Lie 代数 (5.215) 对 应 . 
下 者 构造 Lie 代数 A, 的 一 个 子 代数 A. 使 其 基 元 问 的 换 位 运算 
Lj (5.215) 的 相同 . 
设 A1 的 基 元 为 Je, ës, ën, 64), 且 其 换 位 运算 为 
Ier, eil = —284, len, 63] = 0, [|€1,€4] = — 262. [62,€3] = E4 


le, €4] = 261, [6a €4] = — e» 


作 和 矩阵 变换 e; = aii oi (i = 1,2,3,4) 为 待定 常数 , 由 [61.62] = —264 
AI 


204 . 
[61.69] = — £4 
Q1 Q? 


而 由 (5.227) 式 的 第 一 个 换 位 运算 关系 知 | 


204 u 
Q1O» 
类 似 地 , 有 
2a» 23 ou 2 Jm — 2 C2 29 (5.228) 


H 3 3 
Q14 O23 Q24 O34 
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解 方程 组 (5.228) 得 一 组 解 al = —1, a2 = o4 = 1,03 d 由 此 得 
到 Lie 代数 A, 对 应 的 一 个 loop 子 代数 An, 


€4 = 10 , [E1, ez 一 — 264, [£1 , 6a] 一 0, [Eay Ed] = 一 E2 


[61,84] = —2ē2, |ē2, E3] = ë4, [62, 64] = —261,61(n) = EA 


e(n) = &jAAn- d, &a(n) = e Ain, &1(n) = 4A?” 


(5.229) 


可 见 , 子 代数 A, 与 子 代 数 4。 有 相同 的 换 位 关系 , 只 是 对 应 的 矩阵 不 
E. 因此 , 利用 (5.229) 式 也 导出 可 积 系 (5.223) R. 为 方便 起 见 , 将 
(5.229) 式 中 的 基 元 中 的 ”一 ”去 掉 , 显然 (5.229) 式 与 下 列 的 Lie 代 
数 42 的 一 个 子 代数 具有 相同 换 位 运算 ， 


—100 010 
el 一 0 10]5,027]100 
0 00 000 
(5.230) 
-1 00 0 10 
1 
6375 0.10 CA 一 —1 00 


0 00 0 00 
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现 将 (5.230) RIEA — 


个 高 维 的 loop 代数 G: 


AT 0 0 0 AT 
el = 0 Ai" EL u^ 0 ] 
0 
1 ae ! 0 y 0 
pt es E 0 d 
"DI (5.231) 


0 0 
es 0 0 A2n-1 
00 


00 
= | 0 0 Air) 
00 0 


其 换 位 运算 为 


e1(m), e2(n) 
e»(m), ea(n) 
es(m), e4(n)] = 
e1(m), ea(n) 
ez(m), es(n) 
ea(m), es(n) 


es(m), 


" 


dE 


= —2e4(m +n — 1), leém), e3(n)] = 
= e(m +n — 1), les), es(n)] = ler(m), es()] = 0 
= 2ei(m + n), les(m), ea(n)] = —ea(m + n) 


" 


Je Am 
IU J 
0 0 
0 0 A2n-1 


00 0 


—2es(m + n) 


= 0, [eiGn),es(n)] = —ec(m +n- 1) 


= er(m +n — Ukraine = ` Sein in — 1) 
= eg(m + n). [ex(m). es(n)] = —es(m + n) 

= —eg(m + n), les (m), es(n)] = 一 5 人 (mm +n) 

= —es(m + n), [es(m), es(n)] = 

= —eg(m + n), [ez(m), ez(n)] = es(m +n) 

= E (m +n). [ea(m). ez (n)] = es(m + n) 


(m), es(n)] = —ez(m +n — 1) 
m 4 n — l)[es(m),es(m)] = 3er(m +n-1) 
(m), eg(n)] 2 0 


= —es(m + n), [es(m), eas(n)] = [ec 
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定义 dege1(n) = deges(n) = deges(n) = deges(n) = degez(n) = 
2n — 1, deg e4(n) = deges(n) = deg eg(n) = 2n. 


考虑 等 谱 问题 
Vr = Uh A =0,U = ea(1) + u1e1(0) + use»(0) (5 232) 
--use4(0) + u4e5(0) + ugeg(0) + ugez(0) + uzeg(0) ` 
设 


V 一 EE (amei(—m) t b, es(—m) 十 Cs €4(—m) 十 dmes(—7n) 
+fmee(—m) + gmer( =M) + hmes(—m)) 
解 零 曲 肉 方程 得 递 推 关 系 


AmT = 2u2cm — 2ug0m Baus 三 一 cm+l — 2U1Cm 十 213Qm， 

Cm+1z = bm+1 2u1bm d 2u2üq 

dmz = 一 fi — Ufm + U29m — Haben 十 25Qm — Uehm + UTEm 

Jm+1z = 54m Uldm u2hm 二 U3gm+l 二 Uadm 一 U6Cm41 
+uyüm 

gm+1z — EEN — ui hm + U2dm 一 U3fm+!1 — Uabm 十 U5Cm+1 
TuTÜm 

hmz = 了 gm+l T "18m uz fm + adden — u4€m + Ugam + Usbm 

ao = a, by = co = do = fo = ho = 0, On 2au2, b, = —2aua, + 2au» 


cl = Jona, gı = 2aus, fı = 2aus. dı = 4aus4 + 4ausuc + 2aua 
hi = —4augs 一 dauaus 十 2au7 
(5.233) 


直接 计算 知 ; 
-VED + (U, vt" = (o 十 bn+1)ea(—1) + [darin RE 3fn+2 


ui fn+i — U2gn+1 + ushgaa — UsQnt1 + Uebnt1 


1 
—UrCnt1Jes(—1) 十 TEES T 39n+2 Luigi + U2fn+1 


—uzdn41 + u4€444 — Hab) — Uean+1i]Jes(—1) + cn+1e2(0) 
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设 Än = Kyes(0) + kzes(0) + kses(0), 其 中 ki, ka, ka 为 待定 函数 . 解 
方程 组 


Cn+lz 十 bua 一 2uiki =0 
—u1k3 + uzka 一 uakı = 0 
—uiko — uzk3 + uzki1 = 0 


得 
U2 u7 | u»(uouz — uiua) 
ki 一 b, 十 Gn, ka = 2 5 b, 
ui ui uslu? + u$) 
uzuy — uZ(ugu; — urua) 
十 2 2 2 On 
ui ujus(ut + u$) 
uou — u1u4 U2 U2 
k3 — 2 2 b, 十 Qn | = F bn 十 Gn 
uid u$ uj u 
uour 一 Uug 
u? + u$ 
4 


由 零 曲 率 方程 , 得 Lax HR 
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un, — 


g 
Va 
il 


0 
2u, 2 1 2 
E -2 -~ 0000 WW 
ia 
一 2 一 二 0 0000 一 
Zu: 2 2€n41 
= E Hh 0 0000 fna 
uuy Us uoF ur 0 0000 dn+1 
4u? 4uju3  4ua 4u gnt1 
F 
uat 一 二 0 0000 hn+1 
4uj 4 
Gi H 0 0000 
= JG, 
(5.234) 


其 中 2 
A = (EIS sl d 十 (E - = )«) 
u3 ui z ui uius z 
C 5 


2 
uz ur U2U7 ua 
B, = ( F — bt - a 
! LS z) ( 2u? EI 


421. 2 
C = (r (bn + as) 十 (Er) an 
Ul z ui ui 
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u 
-+ (=: 27 十 uF) bn 
ui 
uoua3F uzus ð ( uou; u2 
E 一 
1 2u 2u; t 2 ( F 


EE z) Me Zär 


2 Nus ui 2 2 
1 2 
Gi = (uum +F r) 
2 uj ui ui 
uz uau7 ð 
Hi= ZF- 一 二 
ds 2u1 2 


由 (5.233) 式 知 


fn+1 = ~2dnz — 2U1 fn + 2u29n — 2ugdn + 2U7Cn 
+(2u5B — 2ugD)a, 1 + (2u5A — 26C)b 1 

gn+1 = —2haz — 2u1gs — 2u»f5 + 2usds — 2uacn 
t (2ugB + 2u5D)a, -1 十 (2u64 十 245C)bn 1 

dn+1 = (40? — 2u, + 4u2)d, + (A0u4 — Au2us) fn — (40u2 + Au ale 
+(40u3 — Zus lte + (—40u; — 2u4 + Au40 uo + Au1ug)en 
--[O(4ugC — Aus A) + 4ugug A + 4ususC + 2u4A ~ Zuel 
十 2u7C]b 1 + [B(4ugD — 4us B) 十 AusugB 十 4uaus D + 2u4B 
十 246 五 Zus Dlge -1 

ha44 = (40? — 2u4 + 4ua)h + (48u; — 4u203)gs + 40us f, 

+(4u3ð — data + AQua)d, + (40u2 — Ausuz — 4u1us 十 Ans  u5)gn 

-F[-28(2ugA 十 2u5C) — Ausus A + 4u3ugC — 2u4C + Zus H 
42uz A]b, 1 + [O(2ugB + 2u5 D) 一 4uaus B + 4usug.D — 2u4D 
-2us E + 2u; Bla .1 


其 中 
1 2 E 一 
A = —207 u30 — 40^ 如 十 407! u1ua 
B = 4071 u38 — 407 ugus — 20- Ex 
C = g? q 205 3 2u,D-— o= t9 20v + 2uz 
= 20?u3 Z -0 20u2, H = —0? ~ 20?u3 + 20u, 
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于 是 C = Lat, 其 中 
B A 20!u 0 0 0 0 
D C 0 0 0 0 0 
E H -2u 0 0 0 0 
P, P, 2u; 一 20 20 2u$ —2us 
Mı Mo M3 M4 Ms Mg M; 
Qi Q2 2u; 241 —20 Zus —2u3 
N, Na Ns 4ðuz Na Ns Ng 


P, = ug B — ugD, Po = ugs A — u6C, Qi = 2ugB + 2u4 D 

Q» = 2u5 A — 2ugC, M, = O(4ugD — Aus B) + 4uzus B 
+4ugzus D + 2u4,B — 2ugE --2u; D 

M» = O(AugC — Aus A) + Ausug A + Augus C + 2u4A 
—2ug H + 2u5C, Ma = —40u; — 2u4 + Au40^ luz 十 A4u1ug 

M4 = 40uj | Auzus, Ms = AO? — Zu + Au3 

Meg = —40us — Auiti3, M; = 40u3 — 2u5 

Ni = 0(2ugB + 2usC) — 2us(2ug B — 2ugD) — 2u4D 
+2us E + 2u; B, Na = —20(2ugA + 2usC) 
—2ua(2us A — 2ugC) — 2u4C + Zus H --2u;À 

Na = 40us — Auguz — Aus + 4u707 us 

N4 = 4ua30 — Ans — 40u3 

Ns = dënn — Ausus, Ne = 40? — 2u, + 4u2 

因此 ,(5.234) 式 可 写 为 


Ul a 
uo 0 
U3 —4ous 

ut. U4 = JL" 2aus (5.235) 
us Áauss + 4ouaug + 2aua 
ug Zeite 


uz], —4auer 一 Aonaus 十 2au7 
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比较 (5.235) 和 (5.222) 3X J Ej L 的 结构 , 根据 可 积 耦合 定义 知 ,(5.235) 
式 即 为 (5.222) RETRA, 也 是 (5.222) 式 的 一 类 扩展 可 积 模型， 


5.10.3 Lie 代数 A, 的 直接 推广 及 其 相应 的 一 类 可 积 


Lie 代数 As 的 子 代数 (5.215) 相关 的 Lie 代数 就 是 将 矩阵 
(5.215) 作 直 接 推广 而 得 到 的 代数 . 
我 们 知道 , 对 于 Lie 代数 


Ani = sl(n,c) = fz = Le, lzi € C, trz = o} 
其 元 素 问 的 换 位 运算 是 
[z. y] = zy — yz, Yz, y € An-1 (5.236) 
AE nx n 方 阵 集 


Axn_1 = sl(n, C) = {z = (zij)nxn|tij € C) 


[ZY]2 ZMY -YMZ,VZ, Y. M € Aj, (5.237) 


易 验 证 (5.237) 式 满足 : 
G) 反对 称 性 : [Z. Y] = — IY, Z]; 
(i) IU tE: [aZ -bY,X] = a[Z, XI + 6[Y, X, VZY,.X € 
Ai 5o b€C; 
(iii) Jacobi 恒等式 : [[X, Y], Z] + [[Y; Z], X] + [Z, X], Y] = 0, 
于 是 At, 为 一 个 Lie 代数 . M 取 单位 矩阵 时 , 运算 关系 (5.237) 
化 为 (5.236) 式 . 因此 ,Lie 代数 A, 是 Lie 代数 4。: 的 直接 推广 . 


uu" 01 us 
BU EXE AAE M = (i A 并 设计 了 A7 的 一 组 基 , 以 
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一 种 新 的 表达 方式 给 出 了 著名 的 AKNS 方程 族 . 这 里 取 


构造 AS 的 一 组 基 , 由 此 设计 一 个 等 谱 问 题 , 导出 一 族 新 的 Liouville 
可 积 的 Hamilton 可 积 系 . 
考虑 Lie 代数 AS 的 一 个 子 代数 


s1(3,c) = L = Lola rau € c) (5.238) 


004A A00 0 0 一 入 
HOH EE "| 
A00 0 0 0 入 0 0 (5.239) 
A00 
Hai 
00A 


{E (5.237) RP, DA = Ms, 由 (5.239) RAN 


lei. €2] = ea. len, e3] = —2e14, [e1, 64] = 2e3, [ez eal = 一 el (5.240) 
[ez,e4j = 0, [es, €4] = 26 
4 


eiln) = e1 AT. es(n) = eg A7", eg(n) = eA?" * ea (n) = e4à?” 


(5.241) 
根据 (5.230), (5.240) 式 , 则 有 换 位 运算 


d (n)|] = es(m + n). le (oi, m RE 
[ei(m), e4(n)] = 2ea(m + n), lez(m), es(n)) = Wi +n) 

;( (n)| = 2e1(m + n), eat Dé (n) = 
— deg 


ea(n) = 2n + 1, deg es) = de - — 2n 
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(5.242) 
从 而 (5.241),(5.242) 式 构成 一 个 新 的 loop 代数 Az. 
考虑 Lax 对 
V, —UM3V,A —0 
dS (5.243) 
V, = V M2Y, Mox = Mat =0 


XE U MV 由 (5.241) 和 (5.242) 式 决定 , 由 (2.243) 式 相 容 性 知 
(U: — Vz + UMV — VM2U)M2Y = 0 
Dé 是 任意 的 , 所 以 有 


U: — V, + [U,V] 2 0 (5.244) 


即 零 曲 率 方 程 成 立 . 由 (5.243) 式 通 过 适当 的 选取 U 和 V, 利用 屠 格 
式 有 可 能 导出 可 积 的 Hamilton 方程 族 . 事实 上 , 在 (5.243) RH, 取 

X3 十 SA 0 (q= r)? 
U = e2(1) 十 ael(0) + res(0) + se4(0) = 0 -M 0 

(q--r) 0 ER) 

CA 0 (a — b)? 
V = aei(0) + bes(0) + ce4(0) = 0 0 0 
(a + b)A? 0 cA 

其 中 a — Baseng isch 77b = mo b A7?" e Bann tech 7 
解 静 态 零 曲率 方程 


Vz = [U,V] (5.245) 
得 递 推 关 系 
bm+1 = —Qmz + 2rem 一 2sbmyam+l = —bmz + 2g9cm — 288m 
Cmz = —2qbm41 + 27ram+1 = qama 一 27rbmz + 4qsbm 一 47sam 


ao = bo = 0,09 = Q, a1 = 20g,b1 = 2ar,c, = 2o(q? — r°) 
aa = a(—2r, + Aq(q? — r°) — 4gs) 

b; = a(—2q, + Ar(q? — r?) — Ars) 

c2 = o(Arq, — Arzq + 6(q? — r?°}? — 8(q? — r?)s) 


204 孤立 子 理论 与 可 积 系 统 


(5.246) 


yi? 一 $3 (amei (n — 1n) + bmes(n — m) + emea(n — m)) 
y? — 和 2mT7 ve? 
则 (5.245) 式 可 写 为 
vin + [U, ve = ye? — [U, AV (5.247) 


易 知 ,(5.247) 式 左 端 所 含 基 元 阶 数 (deg) 20, 而 右 端 基 元 阶 数 <1, DNI 
此 


VD 4 [U, VI = an41€3(0) + bn+1€1(0) — (2ran+ı ~ 2gbn+1)e4a(0) 
4 yo) =V, 则 由 零 曲 率 方程 一 VW + [U,V] = 0 确定 可 积 


系 
—bn+1 —bn41 
ut, — —ün+1 = —ün+1 
2ran+1 — 2qbn+1 Cnr 
"1 (5.248) 
D 2 0 2ün41 
à 2c 
0 0 去 n 
2 


其 中 了 了 是 Hamilton 算 子 . 根据 (5.246) 式 知 
Gn = LGn-1 
其 中 
äs + 4g0-1g0 —O — Aq0-1r8 —4g0-1s0 


L= | —-8-—4r8-!q0 —2s — 4rü-rO Ar ^ 1s0 
—20- 148 —20-rÜ —207!sÓ 
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因此 
q 4aq 
un=|r = JL” Go = JL” | —4ar (5.249) 
s 2a 
tn 


E n = 2, M (5.249) 式 约 化 为 广义 耦合 Schrödinger 方程 
qta = -2arzz + (4oq, + 24asr)(q? — r?) + 4Aoq(q? — 1?) 
Baqrs — 4agsz — Bar (rqe — reg) - l2ar(q? — r?)? — 8as27 
Tto = —20ss + (Aor, + 24asq)(q? — r?) + Aor(q? — r?), 
8or,s — Aars, — 8Soq(rq, — raq) — 12oq(q? — r?°)? — 8os?q 


Sty = 4a(rgrz — Trad) + [24n(q? — 1?) — 16os](qq« — rrz) 
—B8as,(q? — r?) 


在 (5.249) 式 中 , $ s = 0, 得 到 AKNS 形式 的 可 积 系 


äu, = JLGo 
共 中 | 
- 0 一 - 一 1 u -1 
del ı - dee uo RE 
RW SEAI 


QU 4 QU 4 QU 2 
一 一 一 一 一 = 一 2 V. e = 2 di 
(v ER ) 2aA Ic ES ) bA ( ks c 


(v 2) = (3c + Aqa — Arb)? 十 2scA 
将 其 代入 迹 恒 等 式 得 


à 2a 和 4 
((3c + 4qa — 4rb)X + 2scA) = ACA —2bA^ | (5.250) 
u 
2c)? 


0 
3n (2sc + 3cn41 + Aqas 41 — Arbaa41) = (72n 2 3)G, (5.251) 
u 
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将 (5.246) 式 的 初 值 代入 (5.251) R y = 12, 于 是 有 
中 


AH, _ "m 
ĝu | Gn, $ 
H, = 2scn + 3Cn41 + 4qant1 — rb 11 

uu 16 — 2n 
为 Hamilton 函数 . 因此 , 我 们 得 到 可 积 系统 (5.249) DÉI Hamilton £i 
构 


óH, A. a 
=K 
ôu ôu 


ut, 二 J (5.252) 


Am K-JL. 

可 验证 , F J — C1J + Co K 仍 为 辛 算 子 , 因此 (UK) 为 一 个 
算 子 对 , 从 而 (5.252) 式 是 可 积 系 统 (5.249) 的 双 Hamilton 结构 . 萄 
发 现 JL = LJ, Hh L* 是 工 的 伴随 算 子 , 所 以 可 积 系统 (5.249) 是 
一 个 Liouville 可 积 系 . 
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6.1 引言 
有 限 维 Hamilton 系统 埋 论 中 的 Liouville 定理 表明 : 一 个 定义 在 
某 一 区 域 2 C RN B] N 维 Hamilton 系统 
oH OH . 
Pit 7 Au," qit = dn, ` i= 1,2,- QN (6.1) 


i 


只 要 存在 N 个 在 区 域 ?2 上 彼此 对 合 的 运动 积分 就 是 完全 可 积 的 , BII 
解 可 用 积分 表示 . 然而 , 对 无 限 维 的 情形 , 即 广义 Hamilton 方程 情形 ， 
HUE CUR Vr GOES, 但 建立 象 有 限 维 Hamilton. 系统 这 样 完美 的 几何 
理论 还 有 一 段 漫 长 的 路 要 走 . 到 日 前 为 目 , 我 们 还 没有 完全 了 解 无 限 
维 Hamilton 系统 完全 可 积 的 本 质 . 在 本 章 中 , 我 们 采用 两 种 特殊 的 
可 积 性 定义 : Lax 可 积 性 和 Liouville 可 积 性 . 本 节 根 据 马 文秀 博士 的 
工作 0301 将 有 关 孤 子 系统 的 Hamilton 结构 的 概念 和 步骤 重 述 . 

W u = u(x,t) = (u(x,t) must, fl... ugle, t) (x,t € R) Æ 
q 维 函 数 向 量 , 并 假定 对 任意 固定 的 te R, u = u(z,t) 属于 RR 上 的 gq 
$ Schwartz 空间 . 用 4 表示 全 体 光 滑 函 数 Fi u) = F|u| 所 构成 
的 线性 空间 . MI FG c A 存在 He Ag r-a-on = E, 
则 称 与 G 等 价 . 

F € A 所 属 的 等 价 类 用 


P- | Fas (6.2) 


表示 , EENE F = [ Fd 被 称 为 一 个 泛 函 并 定义 泛 函 的 变 分 导数 
x 


~ T 
GEET 6F à) (6.3) 


ôu u ` Län" ôuz ` "äus 
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其 中 


1 j20 Qu; 
iT Zog —0,G e À 定义 式 (6.3) 是 确切 有 意义 的 . 
定义 6.1.1 ” 设 给 定 一 般 非 线性 偏 微分 方程 
F(t,z,u) —0 (6.4) 


其 中 心 Et t x 的 未 知 函 数 , 而 F,r u) Je tom u 及 的 导数 的 函 
数 . 若 存在 一 对 连续 可 微 函 数 Al 和 Js tu) HERO u 按 方程 
(6.4) 发 展 时 满足 关系 式 

Ow (t; x,u) = zJ (t,£, u) (6.5) 


则 称 此 关系 式 为 方程 (6.4) 的 守恒 律 , 而 olt, eu) 和 J(e t, u), 分 别 
称 为 守恒 密度 与 连带 流 . 如 果 当 |z| ATEAN, 密度 与 流 充分 快 地 
趋 于 零 , 则 将 守恒 律 在 整个 轴 上 对 z 积分 得 

d 

dt 
可 见 积分 三 w(t c, ude 与 时 间 t 无 关 而 为 方程 (6.4) 的 守恒 量 , 这 
就 是 函数 olt, s, u) 称 为 宁 恒 密度 的 由 来 ,Miura 利用 Miura 变换 已 
经 证 明了 KdV 方程 上 有 无穷 个 守恒 律 .KdV 方程 前 三 个 守恒 律 分 别 是 


Too 
| w(t,z,u)dr —0 (6.6) 


ur 一 (urs + 3u2)z 
(u?), = (2uuss 一 u2 十 Au?),. 
l. 1 9 
(au; — u?) = (UzUzrr 一 giar 一 3u2u44 + 6uu2 一 SUN 一 0 


其 中 第 一 个 守恒 律 表示 动量 守恒 , 而 第 .个 守恒 律 对 应 于 能 量 守恒 ， 
基于 等 谱 问 题 的 零 曲 率 表示 , 唐 规 彰 建立 了 一 个 生成 Liouville 可 
积 广 义 Hamilton 方程 族 的 代数 格式 , 把 这 一 格式 扩展 到 从 等 谱 问题 
Pr = Up = Ui, Ale 
Qn 一 yo = VV (u, Ale l 


AT, 许多 孤子 方程 族 的 确 都 是 通过 这 一 途径 导出 . 


n»-kkcZz (6.7) 
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6.2 一 族 Lax 可 积 发 展 方程 及 其 Hamilton 


结构 
利用 扩展 的 唐 格 式 考 虑 如 下 等 谱 特征 值 问题 
u u Q1À cq T 
pz = U(u, NP = ( as ns]? (6.8) 


这 里 Q1, Q2, Q3 是 常数 且 Q1 £ X2, Q3 * 0,u 一 (q,r, all. 
我 们 将 (6.8) 中 的 矩阵 U 改写 如 下 


U = (01A 十 q)hi 十 (02A 十 s)ha 十 Te 十 a3 f (6.9) 


10 00 01 00 
IECH EENG 


对 hi, h»,e, f, 有 


其 中 


(Ai ,€] = — [h2 , e] = e, [hi fl =— [h2 , f] = -f 
Lk, f] = hi — ha, (hi , hi) = (ha, k2) = (e, f) =1 
其 中 (y, z) = tr(yz) 3 Killing-Cartan 型 . $ 


b 
ep ) -ohte tefih= m =M 


求 伴随 方程 Ve = [U, V] 的 解 , 得 


ar = rc — oab 
b. = œAàb + (q — sb — 2ra, 0 = 01 — Q2 ` (6.11) 
€, = —oÀc — (q — s)e + 203a 


将 a = 2. ana”, b = 2. DATO »» CnÀ , 代入 (6.11) 我 们 可 


n20 n>0 n>0 
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以 得 到 


bo=co=0,a0=n= const. Æ 0 


Qng = TCQ — Gab 
momo Um n>0 (6.12) 
bnr = obs441 + (q Sib, — 2ran 


cnz = —QCn+1 — (q — 8)cn + 20384 


前 面 三 个 向 量 (bn Cn an)(1 € n < 3) 为 


b; Zo lu, es 20 Loan, a; = 0 
b; = 20 2n [rz — (q — s)r]. c2 = —2a7°a3n(q — s) 
aa = —2a oam ba = 20 nb + 2(g — site + (qz — sz)r 
r(g? 十 s2) — 2(gs + oar)r], a3 = 20 3039 [7r« + 2(q — s)r] 
c3 = o "oan ig, — s«) + (q? + 5?) — 2(qs + aar)) 
(6.13) 


为 方便 起 见 , 74 g = gA) 时 记 9g = gu), Wg = A. g42" 时 记 
n>0 
g+ = 》 gn 和 ”. 通过 (6.9) 和 (6.8), 有 下 列 关系 式 
n>0 


eA) [u(o1fi + ooh), a! h 4- Hei c! f] 


= [u(onfa + azh), b'e c f] = aub'e — ope f 
选取 
AA) = 》 AX" = Hm hs = Nh t 2(A)hz (k = 1) 


n2-1 
则 


Ain) -IO , A(u)] = 01h + 85, ha + (05 — 5)re — os(01 — 62)f 
为 得 到 Lax 可 积 方程 , 我 们 需要 条 件 

aa(ói — 02) = 一 CQAXc (6.14) 
即 ói — 62 = —oo3 Ac, 此 时 由 (6.11), 


aAb + (81 — 62)7 = aaz A(re — a4) — ao Arc = —ao Mas 
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是 得 a OD "a 可 积 发 展 方程 的 决定 性 方程 
"ur DA = u), rtl + Ain) = UA) ,AU 


= ði hi + Os ha 一 aaz ! ual e -fihucfihs-fe (6.15) 


E 
Vin! (PV) RA, (n>—1) 
BEER. 有 
P» )- ua. v 09) puc" 
ua: UG. p v G0] + Aen) = [UO) Am) 


因此 通过 (6.15) RTI Fo RAKKA 
Um — V? + |U, violon  (n»-D 


给 出 Lax 可 积 发 展 方程 族 


ZH L 
Qtn = Olnz 
Tin = -AAZ Anyi) (n > —1) (6.16) 
Stn 一 Ó2nz 


(i = 1,2) 满足 条 件 (0.14). 
n>—1 


明显 地 这 里 (6.16) 包含 了 一 个 任意 的 函数 . 下 出 选取 函数 使 (6.16) 成 
为 一 族 广义 Hamilton 方程 . 
4x5 M. (6.9) 和 (6.10) 算得 


IEP an 由 (6.12) 确定 ,0 = Ahn 


QU QU QU QU 
—— =h, — =e =h, uva h T 
ES Ph a E 9s Great 十 afi» (6.17) 
以 及 
,0 OU OU d 
« 7 >54. < V > e< V g”? a< V, x aa 
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特别 地 选取 
= A(F1a + P20),62 = Alto + Bac) (6.19) 
这 里 61, 05, Bs 是 常数 , H 


Ba — fs = eng (6.20) 
如 果 选 取 
10 850 0 
J= | 8&8 0 88 (6.21) 
0 8308 -P10 
于 是 有 
BU ðU OU NI 
M (<v eee) (6.22) 


= AJ(a, c, —a)T = (iz, -a03 as, Bell = (fa, fo, fs) 


明显 地 ,J 是 一 个 Hamilton 算 子 , 因此 可 以 定义 一 个 Poisson #9 


{A.i} = II ap dz, H = [nasi = | rax (6.23) 


应 用 迹 恒等式 


6 QU o QU QU QU T 
V, >= AT y LV y, — 
ju QA > 一 o) Lon >< ' Or > ' ðs >) 
立即 得 到 5 


aa = END c, a)? 


óu 
Heed A77 的 系数 可 得 
Zonen = (y — N) (ün, Cn; —an) ,n>0 
为 固定 出 常数 7, 我 们 令 n = 0 H8 (0,0, 79) = 0, TA y — 0. 这 
样 就 得 到 一 个 重要 公式 
AH. 


5 = (an. En: ul ,n>0 (6.24) 
u 
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其 中 H, 如 下 定义 
O51 


Ho = nlq - 5) Hn = —— 77, n21 (6.25) 


因此 由 (6.22) 知 发 展 方程 族 (6.16) 变 成 如 下 广义 Hamilton 方程 族 


A, 
q 90 
r| 24| 38» |n 1 (6.26) 
ôr 
? tn oHnt+1 
dë 
DACH HS HA", H 
n0 
6H OU oU QU NT 
y <Va S Vor >< V, >) 
另外 , 通过 直接 计算 可 表明 
QU (A) QU(A) OU (A) 
(« V(A), “og >, < V(A), ET »,« VA), ER > 


Gau). Sal), BUDT =< VO) nid — A) + Alu) >z 
因此 由 (6.22) 得 到 
JE 
而 


< VO). nV Qq)/(u- A) * A(u) >= 


=< VO). uV(u)/(p — à) + A) >z 


H 
凡 一 入 


(2aa' 十 bc 十 cb 的) 一 aag pac 


所 以 
ƏH(A) ƏH (u) 
(=A) ðu J ðu 
基于 (6.27), 我 们 可 知 {Hn} RI X Hamilton 方程 族 (6.26) 的 
一 串 公 共 守 恒 密度 , 且 关 于 Poisson 1&3 (6.23) 彼此 对 合 . 再 注意 
关系 (6.25) 和 递 推 式 (6.12) 不 难 见 到 (AH a 线性 无 关 . WU X 
Hamilton 方程 族 (6.26) 是 Liouville 可 积 的 , 而 且 由 于 
Us Ue 一 JŽ {Am Bn} =0. Ozm,nc«oo 


2aa'+be'+cb')+(à—u)aaz ac], (6.27) 
3 


Au `` ôu óu 
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方程 族 (6.26) 具有 -PAXE 


Co 
ðu Jno 


EE 


n = Pa Zn P. n 
nl (n Prec n>0 (6.28) 
Cn+1 一 Qaa, T Qecn 
其 中 
P=a [0-0 !(q—s)O, P.—-—a (0 ri (6.29) 
Qa=20 Ion, Qe= -a7 [ð + (q — ail l 
因此 有 
nl ün Di R K an 
Cn+1 = L| cn = Qa ^ Rə Q. Rə Cn 
一 CQPn 十 1 —Gn -Pa — Rs — Pe R3 Tan 
(6.30) 


JEP n > 0, Ri, Ro, Rs 均 是 任意 的 微分 积分 算 子 , IRW L 包含 
个 任意 算 子 , 这 一 点 与 通常 的 可 积 系 不 同 . 


6.2.1 一 种 约 化 
本 节 考 虑 (6.8) 的 一 -种 约 化 :gq = aas, 04 Z 1 为 常数 . 此 时 


U = ("^ toas r ) ,al É Q2, Q3 Xx 0,04 x 1 (6.31) 
Q3 Q2AÀ +S 
我 们 选取 ô = 0482. 为 满足 条 件 (6.14) 需要 取 定 


Q 
$3 = 一 一 一 一 一 一 6.32 
? aalas 一 1) É ( ) 


ixff Lax 可 积 方程 族 (6.16) ZIR 


一 上 
Tta T TUQ dntl,r 
a no -1 (6.33) 
Sta = Ó2nz mos Cal, 
oa(o4 — 1) 
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为 推导 (6.33) 的 Hamilton 结构 , 首先 计算 出 ， 


OU. QU _ D: QU ula Hh 
Ər C ðs 4ni ZL QA Qn O22 
oU 


QU OU 
V. 一 ^ d "en = " 1 m 4 ege I 
| "la" ex Vg >= (a4 — l)a, < V, 8x > 一 ad 
再 选取 Hamilton 算 子 了 为 


0 


J= a ole: — 1) (6.34) 


则 有 


d C 0 T 
D aa =)? LV Qu ' 
ĝu QA (a4 — 1)a E 


EDT Sp. 


d Cn 
— eoa 一 (3 一 7 mn zU 
Su "Il ) (a — " ` 


令 = 二 0 可 推出 了 Y=0. TE 


SCH 一 Cn . n0 
óu (aa — Lan 


共 中 {Hn hrao 定义 如 下 


Ho = (o4 — 1)ys, Ha = EE (6.36) 


此 时 方程 族 变 成 如 下 形式 
ôHn+i 


r Cn41 ór , 
57 -4 ,n> 一 1 (6.37 
5 ) t (aa m l)an+1ı ) óH, ai ( ) 
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这 表明 方程 族 (6.33) 具有 Hamilton 结构 . 容易 算得 如 下 递 推 关 系 


Cn4-1 u Cn 
(a — 1)an41 ) -L " " (6.38) 


—1 (2 203 
L- —oa 1(0- (o4 — 1)s) alas — 1) 
-orlaa ID !rü + r) a7! (8 — (o4 — 1)07 50) 


以 及 J, L 的 乘积 算 子 


、 1 
o; ! (r8 + ür) 一 一 一 一 一 02 P E 
M -JL- | 1 elai) 7 
EI -10s 
ala O | 3 0 (ea — 129 


—L*'J--M* 
(6.39) 


L PHHAT L* 是 一 个 遗传 对 称 , 且 算 子 M 是 一 个 Hamilton X}. 
通过 (6.37) 和 (6.38), 方程 族 (6.33) 成 为 


一 1 
一 QQ3 Oaniiz 
H - d n uc) 0 ) 
S " oa(04 1) n-cl.x (oa 一 19 


An. 7 (6.40) 
=J ör nz-1 
AH. 
ós 
前 两 个 非 零 系统 为 
ri = 207 lu, s; = 2o Tse 
ri, = —20 2n[~rTzs + 2(04 — 1)(78)z] (6.41) 
st = —20 ?n[- 03 rx + San + 2(o4 一 1)ssz] 
C4 一 1 
4 —Jj ili, 一 个 类 似 的 计算 Poisson JO I XE ARX 
H H 
(u NE L0) JÊ Tun = [(2aa' 4- bc -- cb) + (4 — loos ' ac]; 
u 
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这 个 关系 式 与 (6.27) 式 一 模 一 样 , 这 里 J 是 由 (6.34) 确定 ， 


HO)-M HA (6.42) 


n20 
其 中 Hn 由 (6.36) 确定 . 利用 上 述 关系 式 , 类 似 证 明 方 程 族 (6.40) 是 
Liouville 可 积 的 , 而 {Hn}? 正 是 Liouville 可 积 性 需要 的 守恒 密度 ， 
并 且 

SHa fe 
b =J Su L. 

是 方程 族 (6.40) 的 一 串 公 共 的 对 称 . 
下 面 我 们 给 出 约 化 的 两 种 特殊 情形 . 


" 1 
情形 1: W al = 一 ao = ,03 = 1,04 l.s gi 
r= —ua, 那么 (6.31) RUBER U 成 为 
1 1 
入 十 Iu uz 
U-| ? 2 1 1 
1 3^ — Eil 


曹 策 问 教授 研究 了 上 述 U 相应 的 等 谱 问 题 的 非 线性 化 , 许 宝 智和 赵 
申 琪 利用 迹 恒 等 式 建立 了 相应 可 积 族 的 Hamilton 结构 . 这 个 族 中 的 
第 一 个 非 线性 系统 是 下 列 色 散 长 波 方程 . 


Uit = Ugre d 2uiuis 十 2uos ( u 5) 
U2t = —U2rr 十 2(uiu2)s 2 
情形 2: i£ a = 0,ao 21.03 1o04-—0,r—-u,s--us 


那么 有 


U= 0 —u1 
一 1 入 一 U2 


这 个 UU 曾 由 Levi 引进 过 . 在 这 个 Levi 族 中 的 前 :个 典型 的 可 积 系 为 


Ut = —Uirr 十 2(u1u2)s ( — -3) 

uo; = Uir 十 Wozz 十 2u2u2x 2 

Uit = Wann — Dans — Zitt stall, + 3(u1u3)s ( ;) 
. 二 一 = 

U2t = U2zzz 十 z(u$)sz 十 (u3)a m 6(u1u2); 2 


2 
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由 于 当 wz = 0 时 系统 (6.43) 约 化 为 KAV 方程 , 故 系统 (6.43) 被 称 为 
HE KdV 方程 . 


63 TX KN 方程 族 及 其 Hamilton 结构 
6.3.1” 带 有 任意 函数 的 Lax 可 积 的 非 线 性 方程 族 
取 loop 代数 A 的 基 


h(n) = H M) e, Il = (. " ,e-(n) = M " 


[h(m), e4 (n)] = 2e4(m +n), [hGn), e- (n)] = -2e- (m + n) 
les (m), e (n)] = h(m + n), 
deg h(n) = dege(n) = deg f(n) 7 n 

(6.44) 


考虑 等 谱 问 题 : 


Quy = UA = 0, Y = (un, dall 


y- à+ f(qr) q (6.45) 
Ar —à— flar) 


则 (6.45) 中 的 U ndo s 
U = h(1) + f (qr) h(0) + qe. (0) + re- (9) 
其 中 = qt) r = r(x. t), f. E BOSE EC 
V = ah(0) + be. (0) + ce (0) 


其 中 


OC 
a= 二 amA "bz Y bmà ,C= Se CA 入 


m=0 m=0 
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解 辅助 方程 
V. = [U.V] (6.46) 
得 递 推 式 
amz = QCm 一 "rb 11 
bmz = Zen 3 + 2f (qr) b, — 29a, 
Cmz = —2Cm+1 一 f (qr) Cm 十 2T A1 (6 4T) 
1 . 
ao = 1, co = f, bo = 0, b1 = q, a1 — —qr 
T; 1 1 2 1 
cı = —rf (qr) > ^4 b2 = ze" qf(qr) — SR Wé 
令 
APV = 5 (amh(n — m) + bme (n — m) + cme- (n — m)) 
m=0 
记 
VY) = (nV) (as, h(n — m) + bme+ (n — m) + ese. (n — m)) 
m=0 ` 


(n n (n) 
v™® o any — vt 
取 V = VO? + A R(0), 其 中 An 为 待定 的 函数 , 则 由 零 曲率 方程 


U, — Vf? - [U, V ?] - 0 
得 
Loris = F lar) (gri 二 rgb = Anz 
atn 一 bnr + 24A， 一 2f (qr)b,, (6.48) 
Tin = Cn—1z 一 27An 十 2f (qr)cn-a 
从 上 式 可 求 出 


An = O71f (gr)bnz — 2r f (gr)bn + gen_1z + 29f (ar)es 1] 
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并 确定 一 组 新 的 带 有 任意 函数 的 Lax 可 积 的 非 线性 方程 族 
Uta = 
tn 


bna + 29071 六 (gr)[rbnz — 2r f (qr)bn + gr ue + 29f (ar)cs -1] 
—2 f (qr)bn 

cn_1z — 2rO. | f'(gr)|rbas — 2rf (gr)bn + genis + 2q f (qr)c« i] 

© +2f(qr)cn-1 


X 


n 


um = M L2 (=) (6.49) 
共 中 


a {1+20 f(r) 290 laf lar) ) 
—2rO-[rf'(qr)| 1 -—2r0-![af'(qr)] 


Loc 0 9 — 2f(qr) 
? 84 2f(qr) 0 


"41m — d 时 ,方程 族 (6.49). 变 为 平凡 方程 族 


Qt = dx,Tt — Tx 


Cn u AC Cn—1 
bn+1 DB bn 
一 二 E EN 
1 rà T Ic rÓ ^q 0E Cn-1 (6.50) 
2i —1-aqO^ir gO !q Fo bn 


Cn—1 Ĉn—1 
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其 中 
4= EL 一 Zë og — rà !gf(ar) — flar) 


C= BEER jr Irf(gr) 
B= 59 一 air Ten + o 7! rf(ar) — f(ar) 
D- - op op — oi !qf(qr) 
E — 0 — 2f(qr), F — 0 — 2f (qr) 
因此 (6.48) 式 可 与 为 


un = H = ML; 6) = MLL”? (C) (6.51) 
r tn b, q 


6.3.2 Hamilton 结构 


设 当 A,B € Àj 时 ,< A,B >= tr(4B) 表示 Killing-Cartan 型 ， 
Filis SEA RIO E 


OU  [rf'(qr) 1 OU  [af'(gr) 0 
ðq 0 — f’ (qr) ` Or A —qf'(qr) 


VR 
(v A) — 2a + rb, (v. x) — c 4 2arf'(qr) 
QU 
(v.22) = bà + tea 
利用 迹 恒等式 


6 Ou ` A Ou IK 
Bed PITLCN.GAUCYILAY 二 一 一 
RU) A (mv) 
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S 


E 


2. (Qa 十 7 上 一 入 7 Ze + 2ar f' (qr), bÀ + 2aq for! 
比较 AC 的 系数 
Ž (2an 十 rbn) = (Y— n)(cn + 2ran f' (qr), bn+1 十 2ganf’' (gr) 


4 n-20, 于 是 知 7 = 0. 
令 


H, = 2an + Tbn41 
n 
则 
óH, H t T 
iu^ (cn + 2ran f' (qr), ban + 2g9anf (qr)) (6.52) 


而 由 an = 07! (qe. 一 rbn+1) 得 到 ， 
P 8 ( —2rf'(qr)8-!q 2rf’ (qr) ðr ) 
bn+1 —2qf' (qr) Og 1+2qf' (qr) 7 
" + 2rf' (qr) a4 ) 2M. P + 2rf' (qr) a4 ) 
bn+1 29f' (qr) an bn + Hoff (qr) à 


cn + 2rf' (qr) an — M LM*| 03 十 Si (qr) äs 
bn+i + 29f' (qr) an bn + 2q f' (qr) an-ı 


(6.53) 
其 中 
ui. (lr (or)6-19 -2rf'(qr)07'v 
2gf'(qr) O7q 1 — 2qf' (ar) 87r 
所 以 , 方程 族 (6.51) 的 Bi-Hamilton 结构 
q AH, AH. 1 
um = (3) -XQ-J— KT (6.54) 


其 中 J= MLoM*,K = M LoLı Lo M*. 
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6.3.3 JL £hit 


1) 算 子 Li, Lo 是 斜 对 称 算 子 , BH Lay = 一 Li1, Lx*2 = —La. 
2) 算 子 J, K 也 是 斜 对 称 算 子 . 这 是 因为 
J* = (MLaM*)* = ML;M* = -ML4M* = -J 
K* = (M LaəLı Lo M*)* = ML3L3L2M* = Motto" = -K 
3) 方程 族 (6.51) Æ Liouville RR 
W: ZS H(A) = 35 HA”, HARITH ug (Hs). 在 Poisson 
n>0 
d H(A) ,6H(p) 
E H — 
(Hms Ha) = [CO yas =0 
之 下 为 两 两 对 合 , 所 以 方程 族 (6.51) 是 Liouville nR R 
4)4 f — 0 时 , 变 为 著名 的 KKN 方程 族 


1 1 1 
8 , ` Sek 370 40 -gr8 79 r 
Lan _1 5-1 4 lj l 323 q 
390 qð 59 590 rà 
是 Liouville nf £1ffj, 它 具 有 Bi-Hamilton 结构 . 
1 "PEN nae 
5) 当 上 了 = SECH H, ÆA Qiao US, 方程 族 为 


ua [9 8 1—q0-lr -—qÓ-!q 0 Oto 
m TJ. rôtir 1-crÓ-!rq dor 0 
n—i 


1 1 
A -5ro 'r0— Ce? (C) 
x 
1 1 
-300 98 十 340 dr B q 

其 中 1 1 1 1 

A= -39 一 grê "oi 370 dr t dr 

015 1 lai 2,1 
B = 30 — 390 rà 500 qr * dr 


它 是 Liouville 可 积 的 , CRS Bi-Hamilton 结构 . 
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6.4 和 矩阵 loop 代数 及 其 方程 族 的 Hamilton 


结构 
我 们 首先 给 出 一 个 新 的 第 阵 Lie 代数 


A 0 0 五 xAz 0 0 
€ = ,€2 一 :€3 5 
0 fu 0 0 Imxi 0 


len. e2] = (M + 1)ez, [e1, e3] = — OM + 1)es, [e2,e3] = € 


(6.55) 
其 中 n, dM x M 阶 单位 矩阵 
lixM 一 (LL .1), TMx1 = (1,1, 1) 
M 是 任意 正 整数 . 
令 a = (a1, a2," WW am) b = (bi, ba, UM 是 向 量 ,ce 是 标量 ， 定义 
它们 的 运算 关系 : 
oahl =b *a = (aibi, „ambm) 
bxaT — aT «b = (aibi, ,aMbm) 
Gi 
az cM 0 
Q b= (bi, ba, tt bw) 三 (aibi), ce1 = 
: 0 —clm 
aM 


0 a- laxa 0 0 
aez = bea = 
0 0 bx Imxi 0 
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WEBE Loop 代数 Agri 


ex(j, n) = ex?" ti deg(ex(i,n)) = 3n + i,k = 1,2,3; j —0,1,2 
(M - l)ex(i- jm n)ic-j«3 
leili, m), est? all = 4 (OM + 1)es(0,m -n -1,i- 3 —3 
(M 4 l)e2(1, m - n -- 1), - j —4 
-(M ^ 1jes(i A jm n),i j «3 
[ei(i,m),es(j,n) = 4 —(M + 1)es(0,m -n 1,4493 —3 
-(M 4 D)es(1,om 4 n D,i4 j —4 
ei o jm E n)icj«3 
lezli, m), eat? nl = 4 ei(0,m on 1i j—3 
e(1,m n 1),ic-j-—4 


(6.56) 
考虑 下 列 等 谱 问题 
Pr 一 [U, ol, A = dE 一 In, 90, DM 
U = aei(1) + Bqrei(0) + ge2(0) + res(0) (6.57) 


rank(U) = Tank(D) = 1, 
rank(u1) = rank(wz) = rank(u3) = rank(u4) = rank(ws) = 2 
其 中 , ua = (ui, U21; Al, U2 = (u12, 122， 7- , uuzll, u3 = 


(ous, u23, ,UM3), U4 = (u14, Uza, s uma) us 是 一 个 简单 函数 . 


设 
V=} [$ (ali meli. —m) + bgi, m)ez(i, —m) + ci, m)ez(i, —m))] 

m0 i=0 
这 里 a(i, m) 是 光滑 简单 函数 .6b(i,m) = (9. ... HIT eli, m) E 
(c. H c» nu (i = 0,1,2) 
由 零 曲 率 方程 

V, = [U.V] (6.58) 

租 到 下 面 的 递 推 式 ， 


a4 (0, m) = uic(0, m) — b(0, mjuz + usc(1, m) — b(1, m)u4 
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az (1,m) = uic(1, m) — b(1, m)us + usc(2, m) — b(2, m)u 
a4(2, m + 1) = u1c(2, m+ 1) — b(2, m + 1)u + uac(0, m) 
— b(0, mjua 
b. (0, m) = (M + L)[b(2, m + 1) — 21a(0, m) — usa(1, m) 
+ usb(1,m)] 
b,(1,m) = (M + 1)[b(0, m) — uia(1, m) ~ usa(2, m) + usb(2, m)] 
b. (2, m 4- 1) = (M + Y)[b(1, m +1) — uia(2, m + 1) — usa(0, m) 
+ usb(0, m)] 
cl, m) = (M -- 1)|7c(2, m 4- 1) + uza(0, m) + u4a(1, m) 
— ugc(1, m)] 
cz (1, m) = (M + 1)[7c(0, m) + uga(1, m) + u4a(2, m) — usc(2, mi, 
c, (2, m 4-1) & (M * 1)[7e(1, m 1) + uaa(2, m + 1) + uaa(0, m) 
— usc(0. ml 
ao = B = const. Xx 0,a(1,0) = a(2,0) = a(2,1) 20 
b(1,0) = b(0,0) = b(1,0) = (0.0,.… ,0)=0 
c(1,0) = c(0,0) = (0,0,---.0)7 — 0 
b(2,1) = Bui = (Bur, Buzi.: Gun) 
c(2,1) = Bu» = (Bui2. Buzz. , Duy). 


b(1,1) = ars + Bus = EX jus t Bus, ut jns 
十 Du23，… ， DEE 十 Bum3) 
c(1,1) = uus 十 Bua = — + Busa, ux pum 
十 Buaa， ec ; — + uma)” E 
, M 
a(1,1) — nmn 一 BE 》 unu 


2 一 1 
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8 B 8 
b(0,1) = ee ll ar 2 z 
(0, 1) (xig 十 M15 NI Buius 
8 3 B. 
:(0, 1) = 一 一 一 一 一 trx Uar ] 
c( , ) (M + j? M+ 144 M4 ] v3 Buzus 
B 8 
a(0, 1) = (M 十 1)? IER u2u1a) = ypg + uzu2) 
DN 
n 2 
vt -(Qmy), = d Kg m)ei(i, n — mit b(i, m)es(i, n — m) 
m=0 LZ 
4c(i, m)ea(i, n 一 d 
yo u Amy u vt" 
方程 (6.58) 可 写成 
一 十 [TV = vC? — [U, v (6.59) 


直接 计算 知 , 方程 (6.60) 左 端 阶 数 (deg) > —1, 右 端 阶 数 (deg) < 0. 
因此 . 
-V + UV] = (M+ 1)b(2,n + 1)e2(0,0) — (M+1) 

-C(2,n 二 1)es(0;0) 十 Ruc2,n 二 1) 一 Qz(2,n 二 1) 一 5(2,n + 1)us] 
-e1(2.—1)+ [-(M + 1)u1a(2, n - 1) - (M+1)b(l,n+t+1) 
—b,(2,n + 1)lea(2, —1) 4- [(M + 1)uza(2, n -- 1) — (M +1) 
c(1,n 4 1) — e(2; n + 1)]ea(2, —1) 

m 

Vin! 一 vt 


那么 
-V r.[U,VCO)] = —(M + Io n teen (0) — (M +1) aßan+14€2(0) 
(M + 1)a(bn41€2(0) — €n41€3(0)) + (M + 1) aas sa rea(0) 
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DIr ch 2E gn Gr 
U; — V? IW, v0] 0 (6.60) 
得 出 下 列 Lax 可 积 方程 族 


(qr) = —(M 十 Jaan+tz 
qr = (M + 1)abn4ı — (M + 1) abqan+ı 
rg = —(M + 1)ocs41 + (M+1)?2aBranti 


从 而 


—(M + 1)b(2,n + 1)7 
(M 4 1)c(2, n +1) 
= | -OM + 1)b(l,n d 07 - (M + 1)uT a(2, n + 1) bz (2, n 4- 1)7 
(M + 1)e(1, n 4-1) — (M + 1)uza(2, n +1) + ex (2, n + 1) 
—ui1c(2,n +1) 4- b(2, n + 1))u» + as (2, n +1) 


M+1 
0 — 
` ` M41 M 
0 M 0 0 
0 Mtl 0 ð 1 7 
一 M M M | 
Ai LI Ə 
M 0 M 0 u^ 
1 1 A 
0 0 MU uz M LAB 
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Mc(1,n +1) Mc(1,n +1) 
Mb(1,n +1)” Abt. n +1)” 
x Mc(2,n 4 1) =) Mec(2,n +1) 
Mb(2,n +1)” Mb(2,n +1)” 
(M + M?)a(2,n + 1) (M + M?Ja(2, n + 1) 


—(M + 1)b(2,n -- 1) 
(M + 1)e(1,n 4- 1) 
Jan | —(M + 1)uTa(0, n) + (M + 1)usb(0, n) 
(M + 1)uaa(0, n) — (M + 1)usc(0, n) 
uac(0, n) — b(0, nju? 


8 A: H 0 0 0 
M41 q , o , 
M 
0 0 0 Mti + Lis -lar 
一 M 27M? 
M41 1 
, BASES 
, d T 
0 EA Am 0 
Mc(2,n 4 1) 
Mb(2,n +1)" 
x M c(0, n) = JaFn = Js Thn (6.61) 
Mb(0,n)* 
(M + M?)a(0, n) 
l 4 
T T: Ti Tia —— u? 
11 12 13 Tia eu Me(0.n) 
1 T 
Toi Tz Tz Ta M^ Mb(0, n) 
一 Mc(1,n 
73 Ti T33 Ts 0 ca. ) 
Mb(1,n) 


Ta Tu Tas fu 0 


. M + M?)a(1,n 
To 0 0 ( We 
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其 中 AI A") o M --1 
2 1 = I; Tg-! 
Tu M ujQ uj, Tiz Ni Y 十 y. 19 wu 
Tiz = — ujQ lus, Tia = M Bt DEI 
o M+1 8 M+1 
uH TAM Mt M MN Mt M ` 
A + / i b 8 
T53 — M i T M u20 Jr = " M u20 1 T 
T 4-1 E Ta (uf 
T3 ` M 30 ui T3; uM 5 十 M io 
十 - — 
T33 = M ulà Jus, T34 = M ai d t T 
M+1 M +1 u M -1 L 
Tai 一 + U5 十 ` u40 lui, Taz 二 一 u40 1 了 
m 1 M M -1 
T43 = 一 一 一 一 4D 7 us, Ta = — M u40 u4 
由 (6.59), 得 到 递 推算 子 
L = (AB) (6.62) 
Io A= 
ous +u ui ri" — us + u307 Late 
ulO-'uT Mad" 一 ulà !u; ai lus 
1 0 0 
0 1 0 
(M + 1)0 un -(M 4 1)87!uZ (M+ 1)87!us 
—1, T 1 
"el ua TI 
1 T 
—us — U10 lua u3 
B = 0 M " LWE Gua LEE = 
0 0 


—(M + 1)07luT 0 
LT,. 所 以 ， 
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了 二 Go = JaFa = JST, = LF = AL’ Gn 


Mc(1,1) 
Ahn. 1)* 
= hL” Mc(2,1) (6.63) 
Mb(2, 1)7 
(Ma + M)a(2, 1) 


vo ( a b(0) + Ab(1) + X28(2) 
c(0) + Ac(1) + AX2c(2) 一 Q 
ha = M(a(0)Inr + Aet Uu + 》Xza(2)7v) 
a(0) = EX o a(0, m)AT3™ , b(0) = 355 o a(1, m)A TT, 
直接 计算 有 


(V, x = M (c(0) + Ac(1) + A?c(2)) 

(V, 3.) = M(b(0) + Ab(1) + A26(2)) 

(V, m = M(c(1) + Xc(2) 十 O oj) 
M 

IESELEN 
k=1 


e M*a(1) M*ya(2) 4 SO + Ma(1) Mäer 


OU. | M?a(0) 
vi Bu; i A 
(V, AR) = M?a(0) 4- M?Aa(1) - M?X?4a(2) - M^usa(2) — Miete 
- xg M?a(0)us - xg 00) + Ab(1) + X2b(2))ua 
一 5 (c(0) +Ac(1) + Mc(2))ua + Ma(0) + MAa(1) + MX?a(2) 


_ Musa(2) — 5 Ma(1)us - x; Ma(Q)us 


M LRA E 3 " 
xU) m A QV 2) (6.64) 


比较 式 (6.65) 两 边 的 -3"-2 系数 , 得 
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0 

II ott, n 4 1) — M?uga(0. n) — Mb(0, n)u4 — Muac(0, n) 
4-M?a(1,n -- 1) — M?uga(0. n)] = (3n — 1 - y)(Mc(1, n 4 1), 
Mb(1,n4-1)*, Mc(2,n4-1), Mb(2,n--1)* , (M?-- M)a(2, n4-1))7 

比较 式 (6.65) 两 边 的 和 3* 1 系数 

Ó papa 73 

«uM a(2,n + 1) — M?usga(1. al — Mb(1,nju4 — Musc(1, n) 
4-M?a(2,n + 1) — M?usa(1.)] = (3n & 3)(Mc(2, n + 1), 


Mb(2, ant 1)7?, Mett, n), Mb(0, n)”, (M? + M)a(0,n))7 


比较 式 (6.65) 两 边 的 AT? 系数 , 得 
Ž (MPa(0, n) — M?usa(2, n) — Mb(2, n)u, — Musc(2,n) 
u 
--M?a(0, n) — M?usa(2, nl = (—3n +1 y) x (Mc(0,n), 


Mb(0, ail. Mc(1, n), MM), af, (M? + M)a(1, n)" 
代入 初始 值 , 得 y = 0. 因此 , 我 们 获得 方程 族 (6.62) 的 Hamiltonian 
结构 并且 有 


Ham = M(c(1,n 4- 1), b(1,n 4- 1), e(2,n + 1),b(2,n +1)". 
u 
(M + 1)a(2. n + 1))7 
H(1.n) = A [M?a(1, n 4- 1) - M?uga(0.m) — b(0, n)u, 
3n+1 
—uze(0,n)+ Ma(1,n +1)— Musa(0, all 
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HO — = M(c(2,n + 1), b(2,n + 1)7, e(0,n), b0, n)", 
(M + Da (0, 1))7 
H(2,n) — M [M20 a(2,n 4-1) - M?uga(1, n) — b(1, n)ua 


it n) + Ma(2,n + 1) — Musa(1,n)] 
EQ: n) — M(e(0, n), b(0, n)", cd n), b(1,n)7, (M + 1)a(1, n))7 
H(3,n) 2 — M 1 [M?a(0, n) — M?usa(2, n) — b(2, n)ua 
—uac(2, n) + Ma(0, n) — Musa(2,n)] 


所 以 , 方程 族 (6.62) DI Bi-Hamiltonian 结构 为 


óH(l,n) | A ôH (2,n) D AH (3,n) 


=J . 
1 Su óu 3 u 


易 证 明 


Ath J hL=L»*h= Ls Ja — Ja 


óH(1,n) óH(2,n) An (3,n) LH n -— 1) 
óu óu óu óu 


因此 方程 族 (6.62) 是 Liouville 可 积 的 . WRI uz = u4 = us = 0, Jj 
TIRK (6.62) 可 以 约 化 为 多 分 最 BPT X. 


6.5 ”构造 可 积 系统 Hamilton 结构 的 二 次 型 恒 


等 式 


我 们 通常 用 矩阵 形式 的 loop 代数 An- 来 构造 线性 等 谱 问 题 , 得 
到 可 积 系 . 事实 上 , 我 们 完全 可 以 利用 非 矩 阵 形 式 loop 代数 , 由 其 相 
容 性 条 件 得 到 零 曲率 方程 , 运用 零 曲 率 方程 可 得 到 许多 可 积 系统 . 为 
了 得 到 这 些 可 积 系统 的 Hamilton 结构 , 本 节 给 出 了 - -次 型 恒等式 , 而 
且 迹 恒等式 是 其 特殊 情形 , 也 就 是 说 在 考虑 loop 代数 As 时 二 者 是 完 
全 一 致 的 . 
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在 loop 代数 A, 上 等 谱 问题 可 表示 为 


Ys = Uy, U -U(Au). V VIA, ue A . 
EM T (6.65) 
Vi = Vy, m (1, V2) u = (u1, 3,7: up) ,A = 0 
由 (6.65) 式 的 相 容 性 条 件 — wz "ID Sb P ROSE EA Fi 
U: — V, + [U,V] = 0 (6.66) 
由 (6.66) 可 得 到 Lax 可 积 的 非 线性 演化 方程 
U, = K(u) (6.67) 


为 了 把 (6.67) 写成 Hamilton 形式 , HUS SE v. Un FRA X: 


à (y 2U ð OU 
eg 一 入 Tse =? = | e — " 
KO (v 5.) ^ OA (^ (v ðu; )) E? P. Yy = const. 


(6.68) 


事实 证 明 在 任意 的 A. , 上 , 这 种 方法 对 于 构造 大 量 的 连续 和 离散 的 
可 积 系统 的 Hamilton 结构 都 是 十 分 简单 和 有 效 的 . 上 述 方法 中 首先 
DN A B 的 函数 : 


f(A, B) = (A, B) = t(AB, A. Bei, (6.69) 


满足 下 列 性 质 : 
对 称 性 

(A, B) = (B, A) (6.70) 
双 线 性 


(o An 十 Q2 42， B) = Ci (Ai. B) 十 cc2 (42， B) (6.71) 
变 分 计算 的 简化 


Vg (A. B) = A, Vp (A, Bz) = A, (6.72) 
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交换 性 
(A. B], C) = (A.[B, C] . A. B,C € Ån- (6.73) 


接着 构造 一 个 恰当 的 函数 , 通过 其 变 分 计算 给 
得 迹 恒 等 式 (6.68)， 但 如 果 U,V 不 是 和 矩阵 形式 ， 


8 约束 条 件 ， 从 而 获 
迹 恒 等 式 对 于 构造 


Hamilton 结构 是 无 效 的 .本 节 为 克服 其 局 限 怕 
Hamilton 结构 的 -次 型 恒等式 . 


6.5.1 ”一般 的 等 谱 问 题 
KG 足 一 个 s 维 的 Lie 代数 , 其 基 为 : 
€1.€2.7** .Cs, 


相应 的 loop 代数 G y: 


ei(m) = eA”. i = 1,2. .8, m = 0, +1, AH 


[ei(™m), e;(n)] 一 [e;. DEM 


TU Ə 
0 = 2. dE 


其 中 o; FOE: .n. 
对 于 标量 函数 a m5 ac G. 
W 


8 Oa 
aa = ða = > Qi 
Sen “Dr 
i= 


^d 


利用 G 构造 -- 个 不 同 丁 (6.65) 的 等 谱 问 题 : 


po = [Uv]. U. Vie eG 
vy = [Vy] A, —0 


E, 给 出 了 可 积 系 统 


(6.74) 


(6.75) 


(6.76) 


(6.77) 


(6.78) 
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由 相 容 性 条 件 vor = Was 得 到 零 曲 染 方 程 
U: — Va + [U,V] = 0 (6.79) 
T U =U(A u) = ST ue; 中 的 入 ,ui(i 二 1,2,.… p) 定义 合适 的 


秩 使 得 秩 (uici) = a = const..1 < i < s, 由 此 我 们 称 UV 是 同 秩 的 , 记 
作 : 


rank(U) = rank(0) = rank ( d 


=) =a, i=1,2,--,n (6.80) 


d 


DÉCKE ™, Vm = y Vmi EG (6.81) 
i=l 


m2>0 i= 
其 中 Vm: 是 标量 函数 , 解 下 面 的 静态 零 曲 率 方程 
Və = |U, V] (6.82) 


得 到 Vm 之 间 的 递 推 关系 , 再 由 (6.79) 式 就 可 得 到 可 积 方程 族 - 
假设 给 定 秩 (Vm), 秩 Ier 是 常数 , 即 


rank(Vm A) 5 = const., m > 0 (6.83) 
Fk V 是 同 秩 的 , 记 作 
rank(V) — y (6.84) 
W vom Vv 是 方程 (6.82) 的 任意 两 个 同 秩 解 , 满足 线性 关系 


V = yV, y = const. (6.85) 


在 下 面 推导 - -次 型 恒等式 时 将 用 到 (6.85) 式 . 
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6.5.2 ”二 次 型 恒等式 
取 前 面 给 出 的 loop 代数 G 
EK De € G, [a,b] = Y» (6.86) 
其 坐标 形式 为 : 
a — lou, ol b = (bi bo, pbs)” (6.87) 
[a.b] = (ei, 626)" 
WO IRRA 
G = (a = (a1 a2. as), ai = 30 An， 1<i<s} (6.88) 
et 
此 换 位 运算 为 : 
[a,b] = (cne2 ell 
任 取 a.b € G, 定义 函数 {a,b} 为 
{a,b} — a* Fb (6.89) 
Ji F 是 对 称 的 常 最 矩阵 , 即 PT = F. 
容易 证 明 (a, b) 满足 对 称 性 
{a,b} = {b.a} (6.90) 
和 双 线 性 : 
faiai + a3a2,0) = o1 {a1, b} + os (a2, b} (6.91) 
前 数 {a,b} 的 梯度 Vafa, b} 定义 为 
aea be eV) l-o = {Ve{a, b}, V] (6.92) 
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由 (6.91). 很 容易 计算 出 
Vo{a,b} =a (6.93) 
iti ó* = o 得 到 
Ve{a.bo} = Va{—a0. b} = —ao (6.94) 


即 根 据 函 数 (a, b}. (6.72) PA ARTIR. 
and S 


() 
EE 十 =sV nz (Via, b). V) 


,or 
Hab vi e lei (6.95) 
T 5b s £4 b i 
则 
Va{a.b} = Fa. Vo{a.bo} = — Fao (6.96) 


下 向 将 结合 运用 方程 (6.93) 利 (6.94) Lj (6.89). 利用 函数 (6.69) 可 以 
推 得 性 质 (6.73). 利用 函数 (a. 0).(6.73) 可 表 小 为 


{[a. b], c} = (a [b ell (6.97) 
fF PERDERE OBERE F = (fiy)sxs 满足 (6.97) R? 
4 
[a.b]  — a! R(b) = all = NM R(a) (6.98) 


HT [a MI 是 已 知 | 的 .RD) 是 一 个 确定 了 的 sx s 定 阵 ,方程 (6.97) 
可 化 为 


aT R(b)Fe = a! FOT RIA) = a! F(-c! R(b))? = aT (- FR! (b))e 
由 a.c 的 任意 性 可 得 


RDF = —FRT (b) = -(R(b)F)" (6.99) 
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由 此 得 到 ROF 是 一 个 反对 称 俱 阵 . 玉 是 一 个 对 称 常 量 窍 阵 . 
如 果 (6.99) 有 一 个 非 零 解 F, 则 (6.97) n vr. FHR {a,b} D 
有 性 质 (6.70)~(6.73). 
4 u = (aa = uilt, £1, T2, En) EGR R E RA 
T f(a1,a2. 7: ;Qam) 是 一 个 函数 ,or = arlu) 是 4 的 函数 . 
为 了 书写 的 方便 , 令 m = 2.a = aklu) a = (a1.a2)! 
f(ai.a3) = f(ai(u), as(u)) = flu). 


Óq4 Oa2 
of of or óf T o | 
óu i E Cu2 (07 xL) 0 (6.100) 
证 明 h Vaf 的 定义 得 : ， 
vas = d = (SL) 


ða Oa1 Aua 


0 of 
a Aa t el) IP z=0 二 SEH 


c» - a T 
ín 6.5.1 WMR Vaf = zi = E sl 二 Q. 则 


A , 
= gal + el), as(u)) + Total, as(u + el))} le= 
! of 日 ap: 
一 » Z—Ó abo B "a + el) IL 
(81.32. B4) ds M - 
O (Bias Ba) 
- 2 n! (u + El) l= 
t IA gieler 9 be? "ii 
Jtr 
OT: WEN 
DN ELS 8 w, 1.2,1 = (li. l2 lp)” 
Ori pr Orp” 
因此 


dé öf 8 ôf o 
òf oq = 9f D alut al) Lat 9f 0 Qu stil 
Oe ĝas OE 


- 5 ôf Co EE 
3, doce Ba) don Qu Sas An)? 


, e of ( Qa» 8 D) 
(81,82. Bn) az Julle Bn) 
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D WER 


— WT 
» Ox ax? eri 


(81,82,… ,Bn) 
of RER ôf 0a» 
x P OQu(81.82, ,Bn) 十 6a» Ou(£i.82. ,Bn) j D (6.101) 
其 中 
T 
Oax Oak Oak Oak 
OQu(£81.82. ,Bn) But Ba)? Bupe Guys Quo P Bn) 
óf 0 
因此 ,如果 S£ = 0, w S£ =o. 
ða ôu 
引入 函数 
W = {V,U} + (A, Vo- [U,A]=0} (6.102) 


其 中 U,V 满足 (6.82), 而 A(e G) 是 待 确定 的 . 由 W 的 变 分 得 到 下 
型 的 约束 条 件 : 


VAW =U; — Ao + [U, A] 0 (6.103) 


VvW = Va + [U,V] 20 (6.104) 
其 中 U ROAImVXAGXTUIHTI.TBE 


ó oW ` 
ga UN Tei CHL (6.105) 


要 使 得 推导 计算 满足 约束 条 件 (6.103),(6.104) 和 命题 (6.100), 在 处 理 
土 式 左 端 时 必须 考虑 UV、 和 VV 中 的 tw, 而 右 端 只 需 考虑 UV 中 的 ur, 就 
行 了 , 不 必 考 虑 Y 和 A 中 的 ui. 因此 ， 


0 aW OUA -OU 
ju; Wi Ux} = Em = fv, ES } 十 i x (6.106) 
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由 Jacobi 恒等式 和 方程 (6.103) 和 (6.104) 得 


[A, V]a E (Aa, V] 十 IA. Va) = [CA 十 (U, A], Vj 十 [^, [U, V1] 


= [V, [A, U]] + [A, (U, V]  [UX, V] = (U, [A, V] + [U,V] (6.107) 
由 (6.104) 得 
Wa = [U. Va] + [Va, V] (6.108) 
则 
[MV] - VA — Z 
满足 
Za = |U, Z] 


IH (6.85) 和 rank(Z) = rank(VA) = rank(5 V), H iV 是 (6.104) 的 
一 个 解 , 所 以 存在 一 个 常数 满足 


[A,V] -WW=2= iv (6.109) 


DI (6.106) 式 可 化 为 


6 dE 8U OU 
óui DU = ur PUE ZU Qu; E "lu Quj j 


BONA o. Du 

-y Re X^ dë nj 6.110) 
ð QU, . 

= A Y 7 = e. 

eA A iina 


上 上 述 结 论 可 整理 为 : 

定理 6.5.1 (一 次 型 恒等式 ) ES (6.80) 和 (6.85) 成 
laf = aT R(b), IKE RE F 把 ROF Zeta: DU) 
二 次 型 函数 (a, b) = aT F R(b) 有 下 向 的 形式 : 


Zm Ux} = at (x {v i }) (inn (6.111) 


共 中 > 是 一 个 待 确定 的 常数 , 则 称 (6.111) RA -次 型 恒等式 . 
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6.5.3 HAAT 


WV, = {b = (bubo, ,bs)7} 是 一 个 s 维 的 线性 空间 ,Ms 是 一 
^ sx s 的 矩阵 , 在 推导 (6.111) 的 过 程 中 , SAAT R: 


V, > M, : R(b) € M,,b € V, (6.112) 
使 得 算 子 R 满足 


o HI = ol R(b) (6.113) 


出 [a. NI 的 双 线 性 可 知 | R 是 一 个 线性 算 子 ,| fa, HI 的 反对 称 性 可 
iil 


a? R(b) = NI R(a) (6.114) 
由 关系 式 Io b]. c] = {a, [0.0] ) 成 立 知 EF 必须 满足 
R(b)F = ERT (b) (6.115) 


我 们 可 以 看 出 RR 的 线性 和 等 式 (6.114) 并 不 能 使 得 Vs 构成 换 位 运算 
Jy [a.b] 的 Lie 代数 . 
定义 6.5.1 BER JA V, — M, 的 线性 算 子 , HAE 


Ir Rf (b)a) = |R(a). Bil = R(a) R(b) — R(b) (a). Va,b € Vs (6.116) 


则 称 R 是 V 上 的 一 个 换 位 算 子 , 在 V. 上 的 所 有 的 换 位 算 子 所 构成 
的 集合 记 为 K (Vs;, Ms). 

定理 6.5.2 V, 在 换 位 算 子 下 构成 Lie 代数 当 且 仪 当 存 在 Re 
Kik Ms) 使 得 


[a.b]. = a^ R(b) (6.117) 


EB] B a,b) Æ Lie EA Vs 上 的 换 位 运算 , [a.b] = at R(b). 
根据 [a.b] ÆT b 的 线性 知 ,R 为 从 V 一 M. 的 线性 算 子 . 由 la, HI = 
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—[b, all Sal R(b) = —b" R(a), 由 Jacobi 恒等式 得 
lla, b], c]7 + [lb, c]; a]" + fle. a], b)” 
= aT R(b) R(c) + bT R(c)R(a) + bT R([a, c]) 
= b" (R(c)R(a) — R(a)R(c) + R([a, dii = 0, Va, b,c € V; 
ho 的 任意 性 , 知 下 式 成 立 


R([a, c] = R(a) R(c) — R(c) R(a) = [R(a), R(c)] = 0, Va, c € Vs 


d R([ac] = R(RT(c)a) 得 等 式 (6.116) 成 立 ， 反 之, 对 VR € 
K(V,, Ms), 考虑 V, 上 的 换 位 运算 


[a,b] = RT(bja (e HI = aT R(b}) (6.118) 
因为 R 是 线性 算 子 和 [a,b] 的 双 线 性 , 利用 (6.116) 式 得 
R(RT (b)a) = — R(R' (a)b) (6.119) 
因此 ,RT(b)a = —RT(a)b, 即 [a,b] 是 反对 称 的 . 条 件 (6.116) 保证 了 
由 (6.118) 定义 的 换 位 运算 满足 Jacobi 恒等式 . 所 以 V, 是 一 个 Lie 
代数 . 


推论 6.5.1. 4 
b = (bi, b2, bail 


aba +a2ba Bibzs+ Baba — "ibo + Y2b3 
R(b) = | 一 ab 十 as3spa — 81b + Babs —y1b1 + Y3b3 (6.120) 
—azbı — abs. 一 ob — Bab2 —7Y2b1 — Y3b2 


其 中 o4, Bj, Ye 是 待 确定 的 常数 . 
gu Re K(Va, M3) 当 且 仅 当 


oa — o1» = Dam — Das (6.121) 


oa — a1 l3 = a273 一 Q372 


| oam — om = Dm — Dam 
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存在 唯一 的 解 0.39, 93.. HP 01,02,03 和 81, 82,83 已 知 ， 并 设 
az + B3 关 0,a20s — &3ß2 #0. 
例 6.5.1 


Vv =Å = fa- (^ " EEGEN 


G3 ~ai 


ak = Dam m = 0, +1, +2,..- 


EI EM = (AB BA)T 一 (a2p3 一 Qa3b2, 2a1b5 一 2a2b1, 2a3b1 — 2a, 53) 


0 2b, —2b3 
= (a1,a2,a3) | bs -2b 0 lol RO 


-b 0 2h 
(6.122) 


其 中 al = aœ = 0,03 = L, 81 = 2, 82 = Ba = 0, %2 Jm = 7Y3 = 
0, R(b) 满足 (6.121) R. 


容易 证 明 
200 200 

F—-c[001|-2]|001 (6.123) 
010 010 


(c = 118) 满足 (R(b)F)T = —R(b)F. 


b 
! bi bz (6.124) 
b = ba ru b 一 
bs —5i 


(A, B) 一 tr(AB) = 2a4b, + azb3 十 a3p2 
{a.b} = aT Fb = 2aiby + a3bs + a3b2, (A, B) = {a,b} 
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等 式 (6.124) 表明 当 取 Vs = A1 时 (6.111) 和 (6.68) 是 完全 一 致 的 . 
例 6.5.2 

V; = Rz = {a = ai + a3j + azk = (a1,a2,a3)7 ) 

在 Ra 中 a,b ARREU F: 


i j k 
a x b= det | a1 a» aa 
b, b2 b3 
= (a2b3 — azb2)i + (a3bı 2103)j d (a102 azbı)k 
= (azb3 — asb2, a3b1 — a1b3,a1b2 — azbı)” 
0 —b3 b, 
(ax b)! = (a1,a2,a3) | b3 0 —b (6.125) 
—b b 0 
Jh 
0 一 53 bo 
R(b) — bs 0 —bı (6.126) 
—b b 0 


满足 (6.121), H. Rs 是 在 换 位 运算 [a,b] 2 a x 下 的 Lie 代数 . 因为 
RT (b) = —R(b), 所 以 可 以 令 下 = diag(1, 1, 1) 使 得 


(a,b) = aibı + a2b2 + a3b3 (6.127) 
例 6.5.3 HX loop 代数 


Vs = (a = (a1,82,: ,06) ak 二 > ， akma” ) 


ja, NI = (asas — asa2,aaa1 — 4143, 012 — 201, 0206 
—ügd3 + gen — a305. 0304 — 403 geg — ala6， (6.128) 


aias — ü5Q1 + à402 — 204) 
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0 —b3 ba 0 -—bg bs 
bs 0 —b bg 0 —b4 
—b bày 0 -bs ba 0 
R(b) — 6.129 
(9) 0 0 0 —b3 be 
0 0 bs 0 -bl 
0 0 —b bh 0 


oo c 


100100 
010010 


001001 


F= 6.130 
100000 ( 


010000 
001000 


(a, bi =a Fb = abı +aıb4+a4b1 +az2b2+azbs +ta5b2+azbe +asb3+asbs 
(6.131) 
Ve 的 两 个 子 代 数 
Gi = (a = (a1, a2, a3, 0, 0,0)” ), G2 = (b = (0,0,0, b1, b2, bail 
满足 
Vs = Onktäs, [G1, G2] C G2 (6.132) 


TRECET PAHARE [4,5]. 在 Ve 下 利用 (6.132) 
可 以 得 到 许多 著名 的 可 积 方程 族 的 可 积 耦合 . 


6.5.4 ”二 次 型 恒等式 的 应 用 
利用 loop 代数 Ve 和 函数 (6.131) 可 以 得 到 一 个 方程 族 . 
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令 
U = (A, u1, u2, 0, ua, u4)7. 


rank(A) = rank(uy) = rank(U) = rank(Q) = 1,1 <k € 4 


取 
V = (NI. b2, Hä MII HI. (607. 
(k) — (k) A—m 
b > ,0 HA, 
k=1,2,...,6 
fg Fil f; fe 
Və = |U, V] . (6.133) 
得 
KD 一 一 ui bl3) 一 uab , NZ = ub? 一 y 
bL = aO bD HI, = wll — ub + usb — uzb 
wo = = a, 十 usn 十 ) 
di = NL, — usb — uui 
b; = B = const HI = 0,2 < k < 6,0? = pu, bP = buz 
pO = us. je = fua, y = Hi 一 o, bP = -Eak + u2) 
2)_ (3) 一 (4) 
i = luan, be Dua = —f(uius + uzua) 
i 一 Buna bË ) 一 —Buao, rank KP m,rank(V) — 0 
2 2 
(6.134) 
记 


vil = E C DI VI. NI MÉI em An mm 
y 2 y — vf? 
方程 (6.133) 可 化 为 
-vV + + [U vir) — v% - (U, ve 
方程 左 端 阶 数 大 于 等 于 零 , 而 右 端 阶 数 小 于 等 于 零 , 因此 


n n 3 2 6 5 
CH + [U, vi?j- —(0, —b Ge UNIEN 
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in vo — VI), mi Fili e i7; fe 
U, — VÍ? ri, v9] — 0 


得 到 可 积 系统 
ui DUM 
uo MN 
Ut = = 
' U3 VI, 
Wé in (6.135) 
00 0 -i E 十 DUM 
(3) p 
fera opie 
T n+l 
3 
10-10 UE 
根据 “次 型 恒等式 得 到 
b 十 以 5) 
0 ð b) 十 p(9) , 
m (1) (4) A Y*— ^Y 6.136 
AU LULSM SE yo (6.136) 
b(3) 
比较 A7" 7? 的 系数 得 
dd 
3) 6 
d bia d os 
元 NENNEN "er (6.137) 
n+l 
id, 
Hn = 0 得 到 7y = 0, 因此 
(1) (4) 
b b 
Pau Ta Hapi = tn > 0 (6.138) 
u , 
系统 (6.135) 可 化 为 
óH,, . 
uj = JP = J—L n0 (6.139) 


óu ' 
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由 (6.134) FAT L 满足 


JP = Pa (6.140) 
其 中 
ud las +u wu A us07 lu, Lui" Las 
L= -ð — u207 us u20 lui B u4ð lui 十 aal" us 
0 0 —u107 us Ə + ud lu 
0 0 —àü 一 W207 us Déi 
A —ua0 luz — u10 tua, B= —u40^ us — W200 lu, 
因此 (6.139) 式 可 化 为 
B (uy + u3) 
[ óH, 
u= JL^ B (u» + ua) = Jt n>0 (6.141) 
Bui óu 
Bu» 
EI 
JL-LJ (6.142) 


rli (6.134) Alei MI. MÉI. bO Lj us, ma 是 无 关 的 , HI (6.135) APAI 
前 两 个 方程 与 wa,ua ACA. 因此 可 得 


uU - A, - 0 —1 UE 
uj, Qu 1 0 y 
8 0 一 1 —ujiQ lus +u iu Bui | (n 20) 
1 0 一 日 一 u207 lus u8 lu, Bu» 


(6.143) 


假设 uz = 420,4 p = b5 = MÉI = 0, 则 系统 (6.141) 可 约 
化 为 可 积 系 统 (6.143).(6.141) 式 中 的 后 两 个 方程 含有 uisus; 因此 它 


250 孤立 子 理论 与 可 积 系统 


是 (6.143) KITEE RA.(6.143) 与 AKNS 族 很 类 似 , 但 又 不 同 与 
AKNS 族 . 因此 我 们 称 (6.143) 为 修正 的 AKNS 族 , 记 为 m-AKNS 
族 . 由 等 式 (6.142) 知 Hamilton 函数 Hl > 1) 是 彼此 对 合 的 , 每 
一 个 Hy(l > 1) 都 是 (6.141) 的 Hamilton 守恒 密度 . 因此 (6.141) 是 
Liouville 可 积 的 .由 于 迹 恒 等 式 的 不 合适 所 以 文献 中 中 没有 得 到 
m-AKNS-KN 族 的 Hamilton 结构 , 本 节 中 的 一 次 型 恒等式 解决 了 这 
个 问题 . 


= 


Cn 


c 


~ 本 


oc 


Ka 
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Aceive dispersive-dissipative equation 
Ut + Uur + Ure + Ora t UAr = 0 
Belousov-Zhabotinskii reaction-diffusion equation 


up Urr = Ull — u — av) 


Vt Men = — Buv 
Benjamin equation 
tit + Blu )zr + Ons = O 
Benjamin Bona Mahony(BBM) equation 
Ut FH Ur H Uug + Qus = 0 


Benjamin Bona Mahony(BBM)-Burgers equation 


Ut F Ur F Uug QU pa Buret =0 
Benjamin-Ono(BO) equation 


Ut + Zut, + Hurr = 0 


. . IT f(y) 
where Hu is the Hilbert transform (H f)(x) = 一 -dy 
T OË 
Born-Infeld equation 


{1 十 U? YUrt — 2urug tu, — (1— DATE =0 
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[8] Boussinesq equation 
Utt Os 十 B(u?).s + yuas 一 0 


[9] (2--1)-dimensional Boussinesq equation 


Utt — Hen — Uyy — IT len — Mass = O 
[10] Bretherton equation 
Un + Uzr 十 Quad4z 一 Bi? 一 0 
[11] Burgers equation 
Ut H uug — ug = 0 
[12] (2+1)-dimensional Burgers equation 
(Ut + utis, — Miss ls + Uyy = 0 
[13] Burgers-huxleyf equation 
Ut T Uus — Urr = Du(1— u)(u— vy) 
[14] Calogero-Degasperis-Fokas( CDF) equation 
Ut — Ugre 十 v3 — (ae* + be D + c)u, — 0 
[15] Chaffee-Infantey equation 
Ui — us; = ou(1— u?) 
[16] Chen-Lee-Liu equation 


1ut + x + ilu ur 一 0 
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[17] Coupled Korteweg-de Vries(KdV)equation 


ut + 6ouus — vv + Burrr 一 0 


me +H Zeite 十 aozzz = 0 
[18] (2+1)-dimensional Coupled nonlinear Schrodingger equation 


iut — Ury — v julu = 0 


v - 2ju =0 

[19] Coupled Non-Linear Schrodinger(NLS)equation 
iuc + ugs + 2(uP + jou = 0 
iUt E Ure 十 2(lo[" t jul? jv =0 

[20] Coupled Schrodinger-Boussinesq equation 


iUi = Urg d uv 


Utt — Vrz (v? ) zr Urrrr + (Jul? )e =0 


[21] Cylindrical Korteweg-de Vries(KdV))equation 
+u + 6uuz + l, —0 
ut rrr T ot 一 
[22] Cylindrical Kadomtsev-Petviashvili(KdV))equation 
1 1 
(Ut + Uzzz + 6uuz)s 十 D + XT L0 


[23] Cylindrical Non-Linear Schrodinger(NLS)equation 


H 
iu, 十 3" 十 Urz 土 2 lu? u=0 
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[24] Dodd-Bullough-Mikhailov equation 
ust + pe” + ge? = 0 
[25] Davey-Stewartson(DS)equation 


. 1 : 
iut 十 30 use + ouyy) +a lul? u — uv — 0 


Use — O° Vyy 一 Zeta =0. o =+i 


c = —1(DSI)is the hyperbolic case: 
a = i(DSI)is the elliptic case 


[26] Deforination Boussinesq equation 1 


uid Ur Fuuy,—0 
d'Be (uvr) F Maan = 0 


[27] Deformation Boussinesq equation 2 


Ut F Ur + (Utr) — 3a Uran = 0 


Vg Luis F uy — Ain = 0 
[28] Deformation Boussinesq equation 3 


Ug Ug + uus + ougss 十 Bust =0 
v 十 (UU) 十 2U; 十 Dua —0 


[29] Derivative Nonlinear Schrodinger(DNLS)equation 
Pu, — Urr 十 io(lu? u*), —0 
[30] Discrete Korteweg-de Vries(KdV)equation 


Unt 一 exp(un+1) = exp(un—1) 
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(31] Discrete Modified Korteweg-de Vries(KdV)equation 


Unt 一 (4 T h?)u? un+ı 一 Un_1) 
[32] Discrete Sine-Gordon equation 

Wain — Unt = Sin(tt 11 + Un) 
[33] Dispersive Long-wave equation 


Ut = ls — uus 


np = —(un + U + uss)s 
[34] Dissipation diffusion equation 
Ut + Ug + Ourrr — (Ut + Puur)r = 0 
[35] (2+1)-dimensional dissipative long water wave equation 


Uyt + waz + SN — 


ue + (uv ury)r=0 
[36] Double Sine-Gordon equation 
ug; = sin(u) + sin(2u) 
[37] Drinfel-Sokolov- Wilson(DSW] equation 


ur + vU, 一 0 


Vi — AUVs + Buts + Yurrz = 0 


[38] Eckhaus equation 


iu; + ugs + 2(lu tr lu u = 0 
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[39] Fitzhugh-Nagumo equation 

Ut — An = ulu — o)(1— u) 
[40] Fisher equation 

Ut — Uzz = u(l- u) 


[41] FG equation 


(8u2, L Sustiegg + TJ än + Au usus + Au us 一 


dg = Ups 


utu) 


16 


[42] Generalized Burgers- Fisher equation 
Ut — Uzr — cu^ us = Hull — u^) 

[43] Generalized Derivative Nonlinear Schrodinger(DNLS)equation 
ius — Urz + ia ul us + ibu ut 十 了 DIN u=0 

[44] Generalized Kolmogorov Petrovsk Piskunov(KPP) equation 
Ut Urs + aU + Bu? + yu? = 0 

[45] Generalized Fisher equation 
Ut — Use — Qu (Uz) = u(1— u^) 

[46] Generalized Korteweg-de Vries(KdV)equation 
e d (o Bu )u us t denn = 0 

[47] Generalized Schrodinger equation 


tdt — gler 十 o" q-— ZXAGzrzrzz 十 iu(|gl" d)z 十 iv(|gl^). 一 (0 
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[48] Generalized Sine-Gordon(GSG)equation 
Utt — Uzr = ksin u 
[49] Gerdjikov-ivanov equation 
. ， 2 x 1 4 x 
fur 十 Urr d iu Uug 十 3 lul u* =0 
[50] Harry-Dym equation 
Ut 十 NIE —0 
[51] (22-1)-dimensional Harry-Dym equation 
3 
Ut 十 Ween 十 (u*0; (2), =0 
u u 
[52] Heisenberg equation 


ut 一 ?orz — wuzs) 


Vt = i(WUrr — VWrr) 


i 
w, 一 EN — Uvzz) 
[53] Hirota equation 
Ut — Mast + QUz(l — uj) —0 


[54] Hirota equation 


iu; + uzz + 2 lul? u + bia |u[ us + i&uszz = 0 


[55] Huxley equation 


Ut — Urs = OCL — u) 
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[56] Intermediate Kadomtsev-Petviashvili (IKP )equation 
(Ut + Uur + Uzzz)z 十 uyy =0 
[57] Joseph-Egri equation 
Ut + Ug + uus + Buru =0 
[58] Kadomtsev-Petviashvili (KP)equation 
(Ut + uta + Mass + Q^ uyy = 0, 
o? = —1,(KPI equation); o? = 1, (KPII equation) 
[59] (2--1)-dimensional Kadomtsev-Petviashvili(KP) equation 


qi = Elte — 69de + 69,0 qy  30- quy) 
pi = z (Perr — 6ppr + 30 "al + d — pq? + pO To 
[60] Kaup-Newell equation 
iu; + aan + illul mi, = 0 
[61] Kawachara equation 
Ut uus + Ogg H Duss = 0 
[62] Klein-Gordon equation 
Utt — Aan + om + Bu? = 0 
[63] Konopelchenko-Dubrovsky equation 


3 
; 2,2 3, 
Up — Urs — Dit 十 5 a^ U Ur — Suy + 3ougzw —0 


Us = Uy 
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[64] KdV-MKdV equation 
ut + (a + Buyuus 十 ?了 Uzzz = 0 


[65] Korteweg-de Vries(KdV) equation 


Ut + Dt, — Urre = 0 


[66] Korteweg-de Vries(KdV)-Burgers equation 


Ut uus — Urr + Burre = 0 

[67] Korteweg-de Vries(KdV)-Burgers-Kuramoto equation 
Ut + iis + Og + Purrz + "iessen = 0 

[68] (2 +1)}-dimensional Korteweg-de Vries(KdV)-Burgers equation 
(ug + iis + Ourzr — iss le + Yuyy = 0 


[69] Kundu equation 


iu; — urr —2i(2a— 1) ul ur —i(4a — Una? +a(4a— 1) luj u=0 


[70] Kuramoto-Sivashinsky equation 
Ut uus + Urr — Duas = 0 
[71] Landou-Ginburg-Higgss equation 
Utt — Urr 一 m?^u + gu? = 0 
[72] Liouville equation 


Umg = CH 
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[73] Long water wave equation 


mu = UUs = Ve + Siss = 0 


vi — (ls 一 EN 一 0 
[74] Mixed Schrodinger equation 
iUt — Urr 十 iB(u?u*),. Toyu?u* — 0 
[75] Modified Kadomtsev-Petviashvili(«:MK P) equation 
2 24-1 一 
Ut — Urges + Dn Ur 3070" uy, t Uyy — 0 
[76] Modified Kawachara equation 
up + Uz HU ug + ouss + Buse = 0 
[77] Modified Benjamin Bona Mahony (BBM) equation 
Ut +H ug +U Us + atas 一 0 
[78] Modified Boussinesq equation 
1 2 
Ut 十 Outsgz 十 Dätsiier 一 zele + ln ttses + Urrez = 0 


[79] Modified c-Korteweg-de Vries(KdV)equation 


3 
Ut = Ug 一 2 Ulla 十 Bus 


DE quens — Uu4 一 guts + gv, 


[80] Modified Korteweg-de Vries(KdV)-Burgers equation 


2 
Ut Lu Ur — Orr 二 Buzrzz = 0 
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[81] 


[82 


— 


[83] 


[84 


[85] 


"o8 
D 


[89] 


Modified Korteweg-de Vries(KdV equation 
ut + 6u uz Aaen = 0 

Modified Korteweg-de Vries(KdV equation 
u + a(lul nie + Buzze = 0 

Modified Volterra equation 


Ut + QU — U + uv, = D 


v, + Dv, +v- uv — 0 
Monger-Ampere equation 


Utt + Ure — UŽ, —k, k = +1,0 


Nonlinear heat conduction equation 
ut — Ilan = ou — Bu? 
Nonlinear Telegraph equation 
Uit — Urs + ur + au + Bu? — 0 
Nepomnyachtchyi equation 
Ut + Olga + Duas — 20v "Les + yuus +u = 0 
Newell-Whitehead equation 
Ut — Men = U ~ u’ 
Poisson equation 


Utt 十 2uguss — (1 — u2)uss 一 0 
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[90] Reaction-difusion equation 
ut = (uU? Jar + u(u — 1)(a — u) 
[91] Reaction-diffusion equation 1 


Ut 一 Orig = uU 


Vt — QU, = —uv 
[92] Reaction-diffusion equation 2 


Ut Ougg = u?v — Du 


U;— Qv, = —u?v + ih 


[93] Regularized long-wave (RLW)-Burgers equation 


Ut + Ug + d12uu, — Gauss — Dusgt = 0 
[94] Self-dual Lattice equation 


Uun = (16 u2 (un — Wn-1) 


Unt — (1 土 v2)(una1 一 Un-1) 


[95] Shallow Water Wave equation 


Ut — Uus — AUU 2u,0, Ut Jux = 0 
[96] Sharma- Tasso-Olever equation 

Ut 十 3ou2 + Uur + IAU Ur + 3ouuzs + QUrzr = 0 
[97] Sine-Gordon equation 


Uzt = sinu 
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[98] 


[99] 


[100] 


[101] 


[102] 


[103] 


[104] 


[105] 


[106] 


Sinh-Gordon equation 
Uzt = Sinh u 
Supersymmetric Korteweg-de Vries(SKdV) equation 


ut — HOSTE + 6uu + EIER =0 
Vt — l(Avzzs 十 6uv, 十 Juv) =0 


Symmetric Regularized Wave equation 

Utt + aatzz + BU? Jet + YUzztt = 0 
Rupture soliton equation 

(Uzt — äis fan — Zitat an — Urrey)e = 0 


Toda Lattice 


Untt = exp(—(—us — Un—i)} — exp{ te 11 — un)} 
2-dimensional Toda Lattice 

Qazy = exp(Qun-1 — Qn) — exp(Qn — Qn+1) 
Volterrage Lattice 

u(n) = u(n) (u(n — 1) — u(n + 1)) 
Whitham-Broer-Kaup Shallow water wave equation 


Ut + Ulug + Ur F ugs = 0 


Ur 十 (oz — Vre + OVres = 0 
Zhiber-Shabaut equation 


Uzrt + pe” ! qe " 十 re 7" 一 0,p 天 0 
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之 /3 

SS] 211857874 
DX] = 


=2006. 7 


于 


Dar boux 


Tanh- 


BJ ckl und 


3.3 AEN H] ckl und 
3.4 H] ck und WO 
4.1 Lig 
4.2 
4.3 
5.1 
5.1.1 
5.1.2 
5.1.3 
5.2 Haml t oni 
5.3 Li ouvi | | & Lax 
Dar boux 
5.3.1 Lax 
5.3.2 Hanil t oni Dar boux 
5.4 | oog 
5.4.1 Hami ton 
5.4.2 Haml toni 
5.5 
5.5.1 | oog 
5.5.2 
5.6 Lax 
5.6.1 Lax| 
5.6.2 TD 
5.6.3 AKNS 
5.7 | oo 
5.7.1 Lewi 


5.7.2 Boi te- Penpi nel | i - Tu] BPTI 


| oo 


Li q] 0 A2 


Li q] 0 A2 


Hamil ton 


Hanh! t oni 


Hanh! ton 


Lax 


Hanh! ton 


Hanh! ton 


